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است پس حد چپ و راست هـر   L) درست است زيرا وقتي حد تابعي برابر عدد 4
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  حد چپ داريم:

x
lim x

-
- = - =2

3
9 9 9 0  
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  
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   
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   
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xبـه تنهـايي در    gو  fابتدا بايد چك كنيم هر يك از توابـع   = داراي چـه   2
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 
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  
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  
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  

= ´ = - =-
2 2 2

3 2 6 

x

x

lim f (x)

lim g(x)




-
=2

2

3
2

  

 دشوار     -18
( ) x x

(f g)(x) (f g)(x)
( ) x x

ì ìï - + > >ïï ï+ =  + =í íï ï- + £ £ïï îî

1 3 2 2 2
2 4 2 2 2

  (آ 
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صـفر در دامنـه تعريـف    چپ تعريف شده و سمت  x³0تابع فقط براي ث) 
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x

(x )lim
( ) ( )

+
= =

- + - +

2

2
2 16 16

4 8 7 2 1 32 14 1 19
 پ( 

x x x

x [x] x xlim lim lim
x x x  

- -
= = = =

- - -1 1 1
2 2 2

1
0 2 111 1 1

2

 ت( 

 آسان     - 20

x

xlim
+

-
= =

+2

2 0 0
2 2 4

  

  داشتن حد را داريم. هقرار دارد پس اجاز x-2در دامنه  2+چون 
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 سانآ     -21

x

cos( )lim
-p

p -p -p
= =

-p -p
  (آ 1

x

sin
lim

cosp


p

= =
p

3

3
3 2 31
3 2

  (ب 

 آسان     - 22
  يرخ

  
 آسان  - 23

x
lim ( x )


- =- =-3 3
9

9 6   (آ 216

x
lim ( x x )
-

- - + = - + =7 2
1

6 4 5 6 4 5   (ب 7

 
x

( )( )
lim

( )( )-

- +p - +
=

- + - +

0

5
3

5 5 5
3 01255 6 1

27



  (پ 

 
x

xlim
x+



- - -
= = =

- --

2

2
2

1 1 2 1 1
2 4 2 24

  (ت

 
x
lim x x ( ) ( )


+ = + = + =2
1
2

1 14 6 4 6 1 3 2
4 2

  (ث

x

sin xlim
x cosx+

+ +

-
= = =

+ +0

0 0 0
10 1

  (ج 

x x x

| cosx | cosx | cosx |lim lim , lim
x x x+ + -p p p

  

-
= = =

p-p -p -p-
2 2 2

0 0

2

  (چ 

x

cosxlim
x-p



= = =
-p-p

2

0 0

2

  

 آسان  - 24
  نظر گرفت. را در g(x)=12توان تابع ثابت  مي

x
lim

x
= =

-22
12 12 4

31
  

xتوان هر تابعي كه با جايگذاري  مي =  g(x)توليد كند بـه جـاي    12 عدد 2

g(x)توان  مي .نظر گرفت در x= +22   درنظر گرفت و ...را  4

x

xlim
x

+
= =

-

2

22
2 4 12 4

31
  

 آسان     - 25

x a x a x a
lim (f (x) L) lim f (x) lim L L L
  

- = - = - =0 

x a x a x a
lim (f (x) L) lim f (x) lim L
  

- =  - =0   :عكس0

x a x a x a
lim f (x) lim L lim f (x) L
  

 =  = 

 آسان     - 26

x

xlim
x

- -
= =

- -

2

3
9 9 9 0
3 3 3 0

  

كنيم اگر به حالت صفر صـفرم كـه    گذاري مييتو محاسبه حدها اول عدد رو جا

يك حالت مبهم هست برسيم بايد رفع ابهام كنيم. تو اين سوال با تجزيه كردن، 

بـريم و بعـد حـد رو حسـاب      از بـين مـي   رو عامل صفركننده صورت و مخـرج 

  كنيم. مي

x x

x ( xlim lim
x 

- -
=

-

2

3 3
9 3
3

)(x )
x

+
-

3
3 x

lim (x )


= + = + =
3

3 3 3 6  

 آسان  - 27

x x

x x ( xlim lim
x 

- + -
=

-

2

22 2
4 4 2

4
)(x )

( x
-

-
2

2 )(x )
=

+2
 

x

xlim
x

- -
= = =

+ +2
2 2 2 0 0
2 2 2 4

 

 متوسط -28

x

x xlim
x x-

+ -
=

+

2

21
2 1 0

03 3
 (آ 

(x   عامل صفركننده 1+(

xيادت باشه كه اگـر   aگـاه عامـل صـفر كننـده      ، آن(x a)-   اسـت و

0دونيم در حالت  مي
0

x)حتماً عامل   a)-     ،در صـورت و مخـرج وجـود داره

  گيريم. توي تجزيه ازشون كمك مي

x

(x )
lim
-

+
=

1

1 ( x )
x (x )

-

+

2 1
3 1

( )
( )
- - -

= = =
- -

2 1 1 3 1
3 1 3

 

x

x [x]lim
x+

-
-

2

2

8
2

  (ب 

0توي حـدهايي كـه   
0

هـا رو   ميشـن و شـامل جزءصـحيح هسـتند اول براكـت      

  اري كن و بعد تجزيه كن:گذيجا

xx

x ( xlim lim
x+ 

- -
= =

-

2

22

2 8 2 2
2

)(x )
x

+
-

2
2

( )= + =2 2 2 8  
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 آسان     -29

x x

x xlim f (x).g(x) lim
xx x- -

+ +
= ´

- -21 1
2 2

1 2 1
2 1

  

+xعامل صفر كننده  =2 1  

x

(x ) ( x )
lim
-

+ +
=

1
2

1 2 1
( x )+2 1 (x )(x) ( )( )

- +
= =

- - - -

11 1 22
1 11 1
2 2

3
4

=

2

2
3

 

 آسان  -30
³I¿MH ÍÎn´¿L¶

x x

(x )xlim lim
x 

--
= ¾¾¾¾=

-

2

2 2

24 0
2 0

(x )
x

+

-

2
2

= + =2 2   (آ 4

³I¿MH ÍÎn
x x

(x )x xlim lim
x- -

++ +
+

2

2 2

25 6
2

(x )
x

+

+

3
2

=- + =2 3   (ب 1

³I¿MH ÍÎn
x x

(x )xlim lim
x 

--
-

3

1 1

11
1

(x x )
x

+ +

-

2 1
1

=  پ( 3

 متوسط     - 31

x x

(x )xlim lim
x- -

++
=

+

3

2 2

28
2

(x x )
x

- +

+

2 2 4
2

= + + =4 4 4   (آ 12

x

xlim
[x] [ ]+ +

- -
= =

+ +3

2 3 2 1
1 43 1

  (ب 

x

xlim
[x] [ ]+ +

= = =
2

2 2 1
22

  (پ 

x

[x] [ ]lim
x+

+



- -
= = - =-

1

3 1 3 1 3 2
1

  (ت 

xوجود ندارد 

x

x

[x]lim
x [x]lim

x[x] [ ]lim
x

+

-


- 



= =

 =

= =

2
2

2

2 1
2

2 1
2 2

 (ث 

 متوسط - 32

x x

x xlim lim
x x 

- -
=

+ -22 2
2 2

2 8 ( x-2 )(x )
= =

++
1 1

2 4 64
  (آ 

x x

x ( xlim lim
x 

- -
=

-

2

31 1
1 1
1

)(x )
( x

+

-

1
1)(x x )

+
= =

+ ++ +2
1 1 2

1 1 1 31
  (ب 

x

x xlim
x

- -
=

-

3

21
2 1 0

01
  (پ 

(x )=   عامل صفركننده 1-

لازمه با تقسيم بر  ،اي داريم كه به راحتي قابل تجزيه نيست اگر در تجزيه، چندجمله

  عامل صفر كننده، عبارت رو تجزيه كنيم:

x32 xx
x x

x

-
- -

+ +

-

2

3

11
2 2 1

2 x

x

 2

2

2

2 x

x

- -

- 2
1

2 x

x
x



-
-

- +

2
1
1

0

 

x

( xlim


-
=

1
1)( x x )
( x

+ +
-

22 2 1
1)(x )

+ +
= =

++
2 2 1 5
1 1 21

 

x

x x xlim
x x-

- - +
=

+ +

3 2

22
10 0

03 2
  (ت

(x )=   عامل صفر كننده 2+

x3 xx x
x x

x

+
- - +

- +

-

2
2

3

210
3 5

x

x-

2

2

2

3



x

x

-

 23 x

x
x



+
+

6
5 10
5 10
0

 

x

( xlim
-

+
=

2
2 )(x x )

( x
- +

+

2 3 5
2 )(x )

+ +
= =-

- ++
4 6 5 15

2 11
  

 متوسط - 33

x

( xlim
+

-

1

1)( x )
x

+
-
2 1
1 x

lim ( x )


= + =
1
2 1   (آ 3

xحواست باشه كه وقتي  + |و بنابراين  x>1يعني  1 x | x- = -1 1 

x x

x (x )(x )lim lim
| (x )(x ) || x x |+ + 

- - +
=

- -- +

2

22 2

4 2 2
2 35 6

  (ب 

x

( xlim


-
=

2
2 )(x )

( x
+

-
2

2 | |) | x |
= =

--
4 4

2 33
  

 متوسط - 34

x x

x [x] x [ ]lim lim
x[x] x[ ]- -

-

- 

- -
=

- -

2 2

2 2

16 2 16
4 2 4

 

x x

x ( xlim lim
x- - 

- -
=

-

2

2 2

16 4
4

)(x )
x

+
-

4
4

= + =2 4   (آ 6

xx x

x | x | x ( x) xlim lim lim
[x ] x x[ ] x- - -  

- - -
= = =-

+ - -+ - 00 0

2 2
1 0 1

  (ب 

xحواست باشه كه وقتي  - |گاه:  آن 0 x | x , [ ] [ ]- -=- + =0 1 1  
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 سطمتو  - 35

x

( xlim
-

+

1
1)(x x )
x( x

- +
+

2 1
1)

+ +
= =-

-
1 1 1 3

1
  (آ 

x

x( xlim


-

2
2 )(x )

( x
+

-
1

2 )(x )
= =

+
6 3
4 22

  (ب 

 متوسط - 36
sin cos ( )

cos
p´ p ´ -

= = =
++ p2

0 1 0 0
1 1 21

  (آ 

x x

( cosx)( cosx)lim lim ( cosx) cos
( cosx) 

- +
= + = + = + =

-0 0
1 1 1 1 0 1 1 2

1
  (ب 

 
x x

sin x ( sin x)( sin x)lim lim
sin x ( sin x)p p

 

- - +
=

- -

2

2 2

1 1 1
1 1

  (پ 

x
lim ( sin x) sin

p


p
= + = + = + =

2

1 1 1 1 2
2

   

 متوسط  - 37

x x

x x (x )( xlim ( ) lim
x x x- -

- - - +
´ =

+ +

2

2 22 2
4 3 2 2

2 5 2
)(x )

( x
-

+

3
2 )( x )(x )+ 22 1

 

(-
=

4 )( )
(

-
-

5
)(3 4 )

-
=

5
3

 

 دشوار  - 38

x

x xlim
a bx ax b

- +
=  =

+ ++ +

2

21
6 5 02 2

1
  

شده،  2اون كسر برابر  مقدار حد صفر كه ز اونجايي كه كسري داريم با صورتا

0معني اين هست كه حالت مبهم 
0

شـده بـه    2بوده و بعد از رفع ابهـام برابـر    

  مخرج نيز هست: هريش x=1عبارتي 

xx ax b a b a b=+ + ¾¾¾ + + =  + =-12 1 0 1  

 متوسط  -39
فرض كنيم 

x a
lim f (x) L


  آنگاه داريم: =

x a

f (x) Llim L L L L
f (x) L

  =


+ +
= = + = - +

2 2 2 29 9 6 9 6 6 9 0   

x a
(L ) L lim f (x)


- =  =  =23 0 3 3   

 

 دشوار  - 40
صفر شده و مقدار حد برابر عدد  x=1از اونجايي كه مخرج كسر به ازاي جايگذاري 

0لت مبهم شده يعني حا
0

  شود: صفر مي x=1بوده پس صورت هم در  
xx x ax a a=+ + + ¾¾¾ + + + =  =-13 22 2 1 2 2 0 5  

  كنيم: حال مقدار حد را محاسبه مي

x x

x x x ( xlim lim
x x 

+ - + -
=

+ -

3 2

21 1
2 5 2 1

3 4
)(x x )

( x
+ -

-

2 3 2
1)(x )+ 4

 

+ -
= =

+
1 3 2 2
1 4 5

 

x3 xx x
x x

x

-
+ - +

+ -

-

2
2

3

12 5 2
3 2

x

x

 2

23 x

x

-

- 2
5

3 x

x
x



- +
- +

3
2 2
2 2

0

  

 آسان     - 41

x x

x x ( xlim lim
x+ + 

+ - -
=

-

3

1 1

2 1
1

)(x x )
x

+ +
-

2 2
1

= + + =1 1 2 4 

xx x
x x

x x

x x

x x

x
x

-
+ -

+ +

- 

+

- 

-
-

3
2

3 2

2

2

12
2

2 2
2 2

0

  

x
lim ax a a

-
- = - =  =

1
3 3 4 7  

  متوسط - 42

x x
lim f (x) lim [x] [ ]

- -
-

 
= = =

2 2
2 1 

x x

a | x |lim ([ x] ) lim ([ x] a)
x+ + 

-
- + = - +

-2 2

2
2

 

a=- +3 

a a- + =  =3 1 4 

aبه ازاي  = xتابع در  4 =   است. 1داراي حد است و مقدار اين حد برابر  2
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 متوسط - 43
  براي وجود حد كافي است مقدار حد چپ و مقدار حد راست را با هم مساوي قرار دهيم:

x x x

x x | x | (x )lim a lim a lim a
x(x ) x(x )x x- - -  

- + - - -
= =

- --

2

23 3 3

6 9 3 3
3 33

 

x

a alim
x

- -
= =

3 3
  

x
lim [x] [ ]

+
+


= =

3
3 3 

a a-
=  =-3 9

3
  

 نآسا  - 44

x x

x x ( x )( xlim lim
x x 

+ - + -
=

-

2

31 1
2 3 5 2 5 1)

x( x-1)(x )+1
 

x

xlim
x(x ) ( )( )

+
= = =

+1
2 5 7 7

1 1 2 2
  

 متوسط  - 45

x
lim (a[x] [ x]) a( ) ( ) a

-
+ - = + - = -

2
3 1 3 2 6 

x
lim (a[x] [ x]) a( ) ( ) a

+
+ - = + - = -

2
3 2 3 3 2 9  

a a a - = -  =6 2 9   حد راست = حد چپ3

 دشوار  - 46
x)عامل صفركننده  د شـده  در مخرج كسر وجود دارد اما مقدار حد برابر عد 2-(

0پس حالت مبهم 
0

  بوده است و عامل صفر كننده در صورت كسر هم وجود دارد. 

x ax (x )(x ?)+ - =  - +2 10 0 2  
 -10برابـر   -2دهـيم كـه ضـرب آن در     به جاي علامت سوال عددي قرار مـي 

=؟است يعني    و داريم: 5
x ax (x )(x ) x x+ - = - + = + -2 210 2 5 3 10 
a = 3 

x

( xlim


-

2
2 )(x )
x

+
-

5
2 x

lim (x ) b


= + =  =
2

5 7 7  

 دشوار  - 47
  توان نظر قطعي داد مثلاً داريم: است و در بقيه موارد نمي درستتنها گزاره پ 

x x
f (x) , g(x)

x x

ì ìï > - >ïï ï= =í íï ï- £ £ïï îî

2 1 2 1
2 1 2 1

  

f  وg  حد ندارند اما  1در(f g)(x) , (f g)(x)´ =- + =4 كه هر دو در  0
x=1 .داراي حد هستند  

xو يا اگر 
g(x) , f (x)

x
ì >ïï= =íï- £ïî

3 1
0

1 1
اـه   آن  f)گ g)(x)´  x=1در  0=

  حد دارد.

 دشوار  - 48
(f g)(x) [x] (x [x]) x [x]- = - - =- +2  

aحد نداره مثلاً فرض كن  اين تابع در نقاط  Îوقت: ، اون  

x a
lim ( x [x]) a a a

+
- + =- + =2 2 

x a
lim ( x [x]) a (a ) a

-
- + =- + - = -2 2 1 2  

aوقت تساوي  و هيچ a= هاي آ و ب درسـت   نيست بنابراين گزاره اربرقر 2-
  و گزاره پ نادرست است.

 دشوار  - 49

x

x ax x alim
ax x( a)

+ - -
=

+ - -

3 2

21
2 2 0

01 1
  

x)پس عامل  بنـدي   م در صورت و هم در مخرج وجود دارد. با دسـته ه 1-(
  كنيم: تجزيه ميرا ها  آن، در صورت و مخرج

x x

x x ax a x(x ) a(x )lim lim
ax(x ) (x )ax x ax 

- + - - + -
=

- + -+ - -

3 2 2 2

21 1
2 2 1 2 1

1 11
   

x

(x )
lim


-
=

1

1 (x )(x a)
(x )

+ +

-

1 2
1 x

(x )(x a) ( )( a )lim
ax a(ax ) 

+ + +
= =

+ ++ 1
1 2 2 2 1

1 11
 

a a a a a
a
+

 =  + = +  =-  =-
+

4 2 11 4 2 1 3 1
1 3

  

 متوسط     - 50

x x

x (x )lim lim
x (x ) 

- -
=

- -

6 3 2

8 4 21 1
1 1
1 1

 

x x

(x )(x )(x )
lim lim

(x )(x ) 

-- +
=

- +

3 3

4 41 1

11 1

1 1

(x x )(x )

(x )

+ + +

-

2 3

2

1 1

1
(x )-1 (x )

( ) ( )

(x )(x )
+

=
+ +2 4

1

3 2

1 1 ( )( ) ( )2 2 2
=

3
4

  

  

  

  
  2بخش                     

  

 متوسط   »  4«گزينه  - 1
f  درx=1 .حد داره معنيش اينه كه حد چپ و حد راست تابع برابر هستند  

Oa ke

SwHn ke
x(x )

x(x )

lim ( m) m
| x |

m m m
lim (mx ) m

-

+

<

>

= + = +
 + = -  =-

= - = -

11

11

2 2 2 2
2 2 1 3

1 1
 

x x
f (x)

x
| x |

ì- - >ïïïï =íï - <ïïïî

3 1 1
2 6 1 

x x
lim f (x) lim ( )

| x |


- <

- -
= - = - =-

1 1

1 1
2 6 2 6 4 
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 متوسط   »  2«گزينه  - 2

x x

x x

lim f (x) lim x

lim f (x) lim [ x] [ ]

- -

+ +

 
-

 

= =

= - = =-

0 0

0 0

0

0 1
 

x x

x x

lim g(x) lim ( x)

lim g(x) lim x

- -

+ +

 

 

= - = - =

= =

0 0
2

0 0

1 1 0 1

0
  

(f g)+  درx xندارد حد 0=

x

lim (f g)

lim (f g)

-

+





+ = + =


+ =- + =-

0

0

0 1 1

1 0 1
  

 متوسط   »  3«گزينه  - 3
xf (x) [ ]=

3
2

 



x x
( )

( )lim f ( x ) f ( lim ( x )) f ( ) [ ] [ ]

+
-

- -

 
- =

- = - = = = =


0
2 2

0 0
4 3 0 4

3 44 3 4 3 4 6 5
2

 

 دشوار   »  3«گزينه  - 4

x
lim (f (x ) f ( | x |))

-
= - + -2

1
1   حد چپ 1

x x
f ( lim (x )) f ( lim ( | x |)) f ( ) f ( )

- -

- - - +

- +

 

-= - =

= - + - = +
 

2
1 1
1 1 0 1 1 0

1 1 0 0  

 1در صفر از چپ و راست به ترتيـب   fاز روي نمودار واضح است كه حد تابع 

  است و بنابراين: 2و 

= + =1 2   حد چپ 3

x
lim (f (x ) f ( | x |) f ( ) f ( )

+
+ -


- + - = + = + =2

1
1 1 0 0 2 1 3 

x

x

lim (x )

lim ( | x |)

+

+

+


+ -



ìï - =ïïïïíïï - = - =ïïïî

2
1

1

1 0

1 1 1 0
  

  است. 3پس حد كل وجود دارد و برابر 

 دشوار   »  4«گزينه  - 5

x ( ) x ( ) x ( )
lim fof (x) lim f (f (x)) f ( lim f (x)) f ( )

- - - -  -  -
= = =

3 3 3
3  

fبراي يافتن  ( fخطي كه  ه، معادل3( (   كنيم: رو پيدا مي روي اون قرار دارد 3(

( , )
y (x ) y (x )

( , )
ì -ï +ï  - = -  = -íï -ïî

0 1 0 1 10 2 2
2 0 2 0 2

 

y( ) ( )= - =
1 13 3 2
2 2

  

 متوسط   »  3«گزينه  - 6

x x
lim (fof )(x) lim (fof )(x) f ( ) f ( ) ( )

- +
- +

 
+ = + = + - =

1 1
0 0 1 1 0 

 آسان   »  2«گزينه  - 7

x x
lim x x lim x( x) ( )

- -
- - -

 
- = - = ´ - = ´ =2

0 0
1 0 1 0 0 1 0 

x x x
lim [g(x)] lim [f (x x )] lim [f ( )] [( ) ]

- - -
- -

  
= - = = - =-2

0 0 0
0 1 2   

 دشوار   »  4«گزينه  - 8

x
x

x

lim f (x)
f (x)lim
[f (x)] [ lim f (x)] [( ) ]

+

+
+


-



-
- - -

= =
+ + - +

0
0

0

1
1 1 1

2 1 2 1 2 1 1
 

( )
- -

= = =
- + - +

2 2 2
2 2 1 4 1 3

  

xحواست باشه كه وقتي  + ين نزديك ميشـه  ياز سمت پا -1، نمودار به 0

)يعني  )--1.  

 دشوار   »  1«گزينه  - 9

x

x

xlim [f (sin )] [f ( )] [( ) ]

xlim sin sin

+

+

- +


+

-



ì pïï = = - =-ïïïïíï p pïï = =ïïïî

1

1

1 1 1
2

1
2 2

  

  

x

x

xlim [f (sin )] [f ( )] [( ) ]

xlim sin sin

-

-

- +


-

-



ì pïï = = - =-ïïïïíï p pïï = =ïïïî

1

1

1 1 1
2

1
2 2
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x
lim (f (x ) f ( x)) f ( ) f ( )

-
- +


- + - = + = + =

2
2 2 0 0 2 1 3 

x
lim (f (x ) f ( x)) f ( ) f ( )

+
+ -


- + - = + = + =

2
2 2 0 0 1 2 3 

=است. 3مقدار حد وجود دارد و برابر  3 3  
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 دشوار   »  4«گزينه  - 11

x ( )
lim [ x ] [ ( ) ] [( ) ] [ ]

-

- - -

 -
+ = - + = - + = =-

1
4

14 1 4 1 1 1 0 1
4

 

x ( )
lim [ x ] [ ( ) ] [( ) ] [ ]

+

+ + +

 -
+ = - + = - + = =

1
4

14 1 4 1 1 1 0 0
4

  

  حد راست يك واحد بيشتر از حد چپ است.

 دشوار   »  2«گزينه  -12
xf ( x )
x

-
- =

-
32 1
4 3

  

براي محاسبه 
x
lim f (x)
6

-xبايد   =2 1 xيعني  6 = 7
2

.  

x x

xlim f (x) lim
x ( ) 

- --
= = = =

- - -76
2

7 133 12 2
7 134 3 134 3
2 2

  

 متوسط   »  4«گزينه  - 13
)دانيم كه در محاسبه حد، ما به  مي رسـيم   نمـي  - 1نزديك ميشيم اما بـه خـود    1-(

x)بنابراين براي محاسبه هر دو حد چـپ و راسـت از ضـابطه اول     اسـتفاده   ¹-1(
  كنيم: مي

وجود ندارد
x

xlim
x-

- - -
= = =

+ - +1
1 2 2
1 1 1 0

  

 متوسط   »  1«گزينه  - 14

x x
lim [sin x] [ lim sin x]

p p
 

=

10 10

5 5 

[sin ] [sin ] [ ]


-p p
= = = =

5 1 0
10 2

  

  
 دشوار   »  3«گزينه  - 15

x
lim [ ] [ ]

cosx cos( )- 

- -
=

+ +0

3 3
2 1 2 0 1

 

[ ] [ ] [ ( )] [( ) ]
( )

+ -
- -
- -

= = = - = - =-
+

3 3 1 1 2
2 1 1 3

  

  

 دشوار   »  1«گزينه  - 16

x ( )
lim ([ ] [ ]) [ ] [ ]

x x ( ) ( )- - - -

- -
+ = +

-
-1

2

3 2 3 2
1 1
2 2

 

[( ) ] [ ]+ -= - + =- + =-6 4 6 3 3 

x ( )
lim ([ ] [ ]) [ ] [ ]

x x ( ) ( )+ + + -

- -
+ = +

- -1
2

3 2 3 2
1 1
2 2

 

[( ) ] [ ]- += - + =- + =-6 4 7 4 3 
  محاسبه براكت اين جور كسرها عددگذاري و مقايسه كن. يبرا

 متوسط   »  1«گزينه  - 17

x x

| x | [x] x [ ] x ( )
lim lim

| x | [x] x ( )x [ ]

x
x- -

-

-
 

- - - - - -
= =

+ - + -- +

- + +
= = =-

- -0 0

0 1

2 2 12 0

1 0 1 1
2 1 0 1

  

 متوسط   »  4«گزينه  -18
xتابع در    ها برابر است. حد دارد پس حد چپ و حد راست آن 12=


/

/

a[ ] [ ] a[ ( )] [ ] a[( ) ] a
- -

- - +

-

= - + = - + = - + =- +

2 9
2 9

12 12 3 4 3 3 3 3
4 3

  حد چپ 


/

/

a[ ] [ ] a[ ( )] [ ] a[( ) ] a
+ +

+ + -= = = =

-

- + - + - + - +

3 1
3 1

12 12 3 4 3 4 4 4
4 3

 حد راست

a a a- + =- +  =3 3 4 4 1  

 آسان   »  2«گزينه  - 19





nj Oa ke

nj SwHn ke

/
/

x a[ ] [ ]

a a

x a[ ] [ ] a
+

- -

+ +

= = + + = + =

 + =  =-

= = + + = +

0 9
1 9

2

1 1 1 1 0 1 1

2 1 1
1 1 1 1 2

 

 متوسط   »  2«گزينه  - 20
در همسايگي چپ صفر تعريـف نشـده و حـد چـپ      xدرست است زيرا ) 1

  ندارد.  

[x]دانيم  درست است زيرا مي )3 [ x]+ xزاي ابه  - Ï   اسـت و   -1برابر

xوقتي     يعني عدد صحيحي نداريم. 1+

  درست است زيرا حدهاي چپ و راست متفاوت هستند. )4

 : وجود ندارد2بررسي گزينه 
x
lim

[x]+
= =

- -2

1 1 1
2 2 2 0

  

 متوسط   »  4«گزينه  -21

x x x
lim [f (f (x))] lim[f ( )] lim [ ] lim

+ + +
- -

  
= = = =

2 2 2
2 1 0 0  
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 متوسط   »  4«گزينه  - 22

x x

lim ([ ] [ x ]) lim ([ ] [ ( ) ]) [( ) ]
x+ +

+ - +

-
- 

- -- - = - - = -2

1 1
2 2

2 14 4 4 4 1
4

 

x

lim
+

-

= - =
1
2

4 1 3 

x x

lim ([ ] [ x ]) lim ([ ] [ ( ) ])
x- -

- +

- -

- - - = - -2
1 1
2 2

2 14 4 4
4

  

[( ) ] ( )-= - - = - - = + =3 1 3 2 3 2 5  

 متوسط         »  2«گزينه  - 23

x x x x

x xlim f (g(x)) f ( lim g(x)) lim g(x) lim
x- - - -   

-
=  = =

-

2

0 0 0 0
 

x x

x(x )lim lim ( x )
x- -

+

 

-
= - + =

-0 0

1 1 1 

x x
lim f (x) lim [ x] [ ]

+ +
+

 
= = =

1 1
2 2 2 

 متوسط         »  3«گزينه  - 24

x x
( lim f (x))( lim g(x))

 2 2
 

x x
lim f (x) lim (x )

+ + 
= - =2

2 2
4 0 

x x
lim f (x) lim ( x)

- - 
= - =

2 2
4 2 0  

x
x Q lim f (x) g(x) ( )


Î  ´ = ´ - =

2
0 3 0  

x
x Q lim f (x) g(x)


Ï  ´ = ´ =

2
0 2 0  

  ها نيز موجود و برابر با صفر خواهد بود. در نتيجه حد ضرب آن

 متوسط   »  1«گزينه  - 25
  .كنيم بررسي مي  x=1را در  gو  fابتدا حد توابع 

x x x
lim f (x) lim ( x [x]) lim ( x )

+ + +  
= - = - =2 2

1 1 1
3 3 1 2 

x x
lim f (x) lim ( x )

- - 
= - =2

1 1
3 0 3  

x x
lim g(x) lim [x]

+ + 
= + = + =

1 1
4 1 4 5   

x x
lim g(x) lim [x]

- - 
= + = + =

1 1
4 0 4 4   

x
lim f (x) g(x)

+
+ = + =

1
2 5 7   

x
lim f (x) g(x)

-
+ = + =

1
3 4 7  

f)پس حد  g)+  درx  است. 7برابر  1=

 آسان   »  3«گزينه  - 26

x x

x xlim f (x)g(x) lim ( )
xx x 

+ +
= ´ = ´ =

- +22 2
1 2 1 3 5 15

7 2 142 1
 

 متوسط         »  2«گزينه  - 27

x x

x x xlim lim
(x )(x )( x )- -

- - - - -
=

- + +2 2
3 6 8 4 5 10
2 2 2 1

(x )- +5 2

(x ) (x )- +2 2 ( x )+2 1
 

( )( )
-

= =-
- -

5 5
4 3 12
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x x x

x [x]x x x xlim lim lim
x(x ) x(x )- - -  

+ - + - -
= =

- -2 2 2

2 2 2 2 2
2 2 x (x )

-

-

1

2
-

=

1

1
2
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x x

| x | | (x )(x ) |lim lim
x x (x x )+ +- -

- - +
=

- - + - + -

2

2 22 2

4 2 2
2 2

 

x

| x | (x )
lim

+-

- +
=

2

2 2
(x )- +2 (x )

=
-

4
31

  

 آسان         »  3«گزينه  -30
xفرض كنيد  t=   و داريم: t1، در اين صورت 12

t t t

t t t t tlim lim lim
t tt t  

- -
= =

--

123 12 4 6 4

3 64 12 121 1 1
( t )

t

-

1
2

3
1
( t )- 3

1
1

 

t

( t)( t)lim
( t)( t t )

´ - +
= =

´ - + + 21
1 1 1 2

31 1 1
  

 آسان   »  1«گزينه  - 31

x ( )
lim [ cos x] [ cos ] [ ( ) ] [ ( ) ] [ ]

+

-+
- -= = = = =



p
p2 2 2

1
6

3 34 4 4 4 3 2
6 2 4

 

x ( )

xlim
ax b+

-
=

+1
6

2 12 1
2

  

xچون صورت كسر به ازاي  = 1
6

  ، صفر شده پس مخرج نيز بايد صفر باشد.

a( ) b b a a b-
+ =  =  =-

1 10 6
6 6

   

x x

x ( x)lim lim b ,a
bx b b( x) b+ +

 

- -
= = =  = =-

- + -1 1
6 6

2 12 2 1 6 2 1 4 24
6 1 6 2

   

a b+ =-20   
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  3بخش                                     

  

 آسان     - 1
  سه برقرار باشند اينهاست:شرط پيوستگي كه بايد هر 

1 (f  2 در عدد تعريف شده باشه (f  در عدد داراي حد باشه  
  عدد يكي باشه. در اون) مقدار حد با مقدار تابع 3

fشرط اول رو نداره
xf (x) , D { }
x

-
= = - 

-

2 9 3
3

 

xدر  fپس  =   پيوسته نيست. 3

x x x x

x (x )(x )lim g(x) lim lim lim (x )
x x   

- - +
= = = + =

- -

2

3 3 3 3
9 3 3 3 6
3 3

 

g( )=3 6  
xهر سه شرط پيوستگي در  gدر  = xدر  gبرقرار است پس  3 =  پيوسته است. 3

  آسان      - 2

  
  اما

x
lim f (x)


=-
3

2  

xهمانطوري كه از نمودار مشخص هست اين تابع در  =   است. ناپيوسته 3

  آسان       - 3
f

x a

a D
lim f (a)

f (a)


Î

=

=

¹

2

1
1 2

 

 

  آسان       - 4

  
اي از انـواع تـوابعي هسـتند كـه      به طور كلي توابع چندجملـه و ها  ها، سهمي خط

  همواره پيوسته هستند.

  آسان      - 5

  
دليـل تعريـف    بـه  x=-1به دليل عدم وجود حد و در  x=0اين تابع در 

)شدن در ن   ناپيوسته است اما در بقيه نقاط محور، تعريف شده است. 1-(

 آسان      - 6
) f ( )=1 0 2 

x
) lim ( x x)

-
+ =2

0
2 3 0 

x
lim ( cosx sin x) ( )

+
- = - =

0
2 2 1 0 2 

¹0 2  
ولـي پيوسـتگي    حد ندارد و بنابراين در صـفر پيوسـته نيسـت.    x=0تابع در 

  راست دارد.

 متوسط     - 7
آ) تابع جزء صحيح در نقاط صحيح داراي حد نيست و بنابراين ناپيوسـته اسـت   

xتنها در  fاما در نقاط غير صحيح پيوسته است پس  = 1
2

  پيوسته است. 

xستگي راسـت داره پـس در   در همه نقاط صحيح پيو fب) تابع  , x= =2 0 
  پيوستگي راست داره.

xدر  fپ)  = 1
2

پيوستگي كامل دارد اما در هيچكدام از اين تقاط داراي تنهـا   

  پيوستگي چپ نيست.

  
 متوسط     - 8

  ي دارد.در اين بازه پيوستگ fآ) نادرست ـ همانطور كه از نمودار مشخص هست تابع 

  
=xتنها داشتن پيوستگي راست و در  x=0يادت باشه كه در  تنها داشتن  2

  پيوستگي چپ كافي هست.
fدرست ـ به نمودار ب)  (x) [x]= .توجه كن  

)در بازه  , )0 ]پيوسته است اما در  1 , ]0 پيوسـتگي   1پيوسته نيست زيـرا در   1
  چپ ندارد.
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 متوسط     - 9

  همواره پيوسته است. آ) 
  در اعداد صحيح ناپيوسته است اما پيوستگي راست دارد. ب)

  
  پ) در اعداد صحيح ناپيوسته است و پيوستگي يك طرفه ندارد.

  

  ته است.ناپيوس x=1در  ت) 

 آسان     - 10
  ها كافيه سه تا مقدار برابر باشند: افتن مجهولبراي پيوسته بودن و ي

  حد چپ، حد راست و مقدار تابع
( )= - =2 1 1   حد چپ (آ1

=- + =1 2   حد راست1

f ( ) a=1  

a =1  

x x x x

x x (x )(x )lim g(x) lim lim lim (x )
x x   

+ - - +
= = + =

- -

2

1 1 1 1
2 1 2 2 3

1 1
 (ب

g( ) a a=  =1 3 

x x

x xlim lim
x- - 

- -
=

-1 1

1 1
1 ( x -1 x

lim
x)( x ) -

= =
++ 1

1 1
211

  (پ

x
lim ([x] a) [ ] a a

+
+


+ = + = +

1
1 1 

a a+ =  =-
1 11
2 2

  

x
lim ([x] a)[x] a( )

-
- =- =

1
0  (ت0

x
lim ([x] a)[x] ( a)( ) a a a

+
- = - = -  - =  =

1
1 1 1 1 0 1 

 متوسط     - 11

x
lim x

-
=

0
 (آ0

x
lim ( x )

+
+ =

0
2 1 1 

¹حد ندارده نيستستپيو 0 1 

x

x x

ax aax xlim a a a
| x | ax a

x

+

-



 

¾¾¾¾ =
=  =-  =

¾¾¾¾ =-
-

0

0 0
  (ب 0

g درx fپيوسته نيست 0= ( )=  ¹ 0 1 0 1  

 آسان     -12
  آ) 

  
fDÏ0 

x
lim f (x)


=
0

0 

  ب) 

 
xپ)  , x=- =2 در اين نقاط ناپيوسـته   fدر دامنه تابع نيستند و بنابراين  2

  پيوسته است. يدر بقيه اعداد حقيق fاست و 

f (x)
x

=
-2
1

4
   

  آسان      - 13

  
تابع جزء صحيح روي هر پله پيوسته است و چون جزء صحيح اصـلي را داريـم، طـول    

  است. 3تواند بگيرد  مي kحداكثر مقداري كه ها يك واحد است بنابراين  پله

 متوسط     - 14
f (x) x= - -2 3 

x x- ³  £3 0 3  

]تواند جواب مسأله باشد براي مثال:  اي از اين دامنه، مي هر زير مجموعه , ]0 1 
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 متوسط     - 15

x x x

ax | x | ax | x | x(a )lim lim lim a
x x x- - -  

+ - -
= = = -

0 0 0

1 1 

x
lim x b b b f ( )

+
+ = + = =3

0
4 0 4 4 0 2   

a a , b b- =  = =  =
11 2 3 4 2
2

   

 آسان     - 16
  نيز پيوسته است. x=1آ) يك سهمي در هر عدد حقيقي پيوسته است پس در 

SwH ¾Tw¼ÃQIº njx
g(x) x

x
ì ³ïï=  =íï- <ïî

1 1
1

1 1
  (ب

Oa ke =- + =1 2   (پ1

SwH ¾Tw¼ÃQIº nj
SwHn ke
f ( )

x
=

 =
=

1 2
1

1
  

 آسان     - 17

x
lim (x )

-
+ = + =

2
1 2 1 3 

x
lim ( x) ( )

+
= =

2
3 3 2 6 

=xدر  ¹پيوسته نيست 2 3 6  

  به نمودار توجه كنيم:

  
 ناپيوستگي از روي نمودار هم مشهود است.

 آسان     -18
  پيوسته هستند. ها در كل  اي آ) درست ـ چند جمله

  پيوسته هستند. توابع سينوس و كسينوس در كل ب) نادرست ـ 
  پ) درست ـ از روي نمودار كاملا واضح است.

  
  ت) درست   
  ث) درست   

)ج) درست ـ شبيه قسمت (پ)، اين تابع روي   , پيوسته اسـت پـس    ¥0+(

  بازه آن پيوسته است. زيرروي هر 

 متوسط     - 19
  آ (

  
fD ( , ) { }= -¥ -5  (ب2

fR ( , )= -¥ 3  
]پيوسته , ]- 1   پ( 1

)پيوسته , ) 2 5  
]ناپيوسته در  , ] x-  =-2 0 1 

 آسان      - 20
  پيوستگي چپ ندارد. x=-1آ) نادرست ـ زيرا در 

  زيرا در اين بازه كاملا پيوسته است.ب) درست ـ 

xمقدار تابع در پ) نادرست ـ زيرا  = xو  2 =   تعريف نشده است. 5

  تعريف نشده است و حد ندارد. 5ت) نادرست ـ زيرا تابع در همسايگي راست 

  ث) درست

 ناپيوسته است. x=-1اين در بازه در  fج) نادرست ـ 

 آسان     -21
]آ) تابع در  , ]-1 ]  پيوسته است و در 1 , ]-1   ناپيوسته است. 2

)در  f ب) , ]2 ][  پيوسته و در4 ,   ناپيوسته است.42

 آسان      - 22
  آ) 

  
  ب) 

  
  پ) 
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 واردش  - 23

x x

( x )( (x ) x )xlim lim
x x( (x ) x ) 

+ - + + + ++ -
=

+ + + +

23 33 3
2 330 0

8 2 8 2 8 48 2
8 2 8 4

 

x

xlim
x( (x ) x )

+ -
= = =

+ ++ + + +2 3 3330
8 8 1 1

128 2 8 48 2 8 4
 

f ( ) a=0 

nj ÍMIU nHk£¶(x ) a= =  =
10
12

  مقدار حد

 متوسط  - 24

x x

x x xlim lim
x x (x )( x )+ + 

+ - + + + -
´ =

- + + - + +2 2

2 2 2 2 2 4
2 2 2 2 2 2

 (آ

.SwH ¾Tw¼ÃQ  nj 

x

x

lim
x

xlim x f
x

f ( )

+

-





üïï= = ïï+ + ïïïï+ ï= =  =ýï+ ïïïïï= ïïïþ

2

32

1 1
42 2

1 3 1 2
12 44

12
4

 

x
lim x[x] [ ]

-
-


= =

2
2 2  (ب2

x
lim x[x] [ ]

-
+


= =

2
2 2 4 

f ( ) [ ]= =2 2 2 4 

f درx =   اما پيوستگي راست دارد. ناپيوسته است 2

 متوسط     - 25
تگي راست داشته باشـد لازم اسـت مقـدار تـابع     وسپي x=1بخواهد در  fاگر 

fيعني  (   با حد راست تابع برابر باشد: 1(

a[ ] [ ] a
-

+ +

-

= - + =- +
0
1

1 1 1 1


 حد راست

f ( ) a[ ] [ ]= - + =1 1 1 1 1 

a a- + =  =1 1 0  

 متوسط      - 26

x x

x ( xlim lim
| x |+ + 

- -
=

-

2

1 1

1 1
1

)(x )
x

+
-

1
1

= + =1 1 2 

x x

x ( xlim lim
| x |- - 

- -
=

-

2

1 1

1 1
1

)(x )
( x

+
- -

1
1)

=-2 

داراي حد نيست و هيچ مقداري وجود ندارد كه بـه جـاي    x=1در  fتابع در 

a  قرار دهيم وf ه شود.پيوست  

 متوسط  - 27

x
lim (sinx cosx) sin cos

-
+ = + = + =

0
0 0 0 1 1 

x
lim (x )

+
+ = + =2

0
1 0 1 1 

f ( )=0 2 

xدر  fتابع    ناپيوسته است. 0=
x
lim f (x) f ( )


¹
0

0  

 متوسط  -28

x
lim ( x a) ( ) a a a

-
- + =- + = + =

0
2 2 0 0 

x
lim (x )

+
+ = + =2

0
2 0 2 2 

f ( ) b= +0 1   

a , b b= + =  =2 1 2 1   

 متوسط    -29
x)اي بررسي كنيم، روي نقطه مرز  چون در صورت گفته نشده چه نقطه )= 2 

 كنيم. بررسي مي

x

x b b ( b)lim b
x+

+ + +
= = = +

--22

2 2 2 2 1 1
4 2 22

 

f ( ) a a= + + = +2 2 2 1 2 3 

x
lim f (x) b b b

-
= + = +  -

2
2 5 1 4 

ba b a a a=-+ = + ¾¾¾¾ + =-  =-  =-42 3 1 2 3 3 2 6 3 

a b ( ) - =- - - =3 4 1 

 متوسط  -30
g x( )(x)
f [x ]

-
= 2

1  

x

x xlim lim
[x ] [ ]+ +

- - -
= = =¥20

1 1 1
00

  

gتابع 
f

xدر     داراي حد نيست بنابراين پيوسته نيست. 0=
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  3بخش                      

  

 آسان   »  2«گزينه  - 1
x x

f (x) x x
x x

ì + <-ïïïïï= + - £ £íïïï + >ïïî

2
2 1 2

1 2 2
2 1 2

 

xدر  ناپيوسته 2-=
x ( )

x ( )

lim ( x ) ( )

lim (x ) ( )

-

+

 -

 -

+ = - + =- + =-


+ = - + = + =

2
2 2

2

2 1 2 2 1 4 1 3

1 2 1 4 1 5
  

xدر  = xپيوسته 2

x

lim (x )

lim x ( )

-

+





+ = + = + =


+ = + = + =

2 2
2

2

1 2 1 4 1 5

2 1 2 2 1 4 1 5
  

f ( )=2 5   

 متوسط   »  2«گزينه  - 2

ax a

x a

lim
x a a a a

x a alim ( )

-

+

´



=

 = - ¾¾¾ = -
- = -

4 2

1 1
1 1 4 4

41 1
4 4

 

a a (a ) a - + =  - =  =2 24 4 0 2 0 2 

 متوسط   »  4«زينه گ - 3
ضرب يك تابع پيوسته و يك تابع ناپيوسته ممكن است پيوسته باشد. (عامل  -1

  صفركنندگي داشته باشد)

  گر دو تابع ناپيوسته باشد، بايد آن را بررسي كنيم. -2

 اگر جمع دو تابع پيوسته باشد ممكن است هر دو ناپيوسته باشد. -3

 متوسط   »  3«گزينه  - 4

x
lim (ax a ) a a

-
- + = - + =

1
2 2 2 

x x x

x x x (x )(x x ) ( xlim lim lim
x x x x x x+ + +  

- + - + -
´ = =

- + -21 1 1
1 1 1)(x x )

x( x
+

-1) 
+

= =
1 1 21 
f ( ) a( ) a= - + =1 1 2 2  

همانطور كه مشخص است هر سه مقدار حد چپ و راست و مقدار تـابع بـدون   

وابسته باشند برابر هستند و بنابراين تابع به ازاي هـر مقـدار    aاين كه به مقدار 

a .پيوسته است  

 متوسط   »  1« گزينه - 5
پس پيوستگي را در اعداد صـحيح   ،ين اعداد صحيح استيجداكننده بازه بالا و پا

  كنيم: بررسي مي

xدانيم كه به ازاي  مي Ï   :داريم[x] [ x]+ -   و داريم: 1-=

x
f (x)

a x
ì- Ïïï=íï Îïî

1 


  

 .a=-1براي پيوسته بودن بايد 

 توسطم   »  3«گزينه  - 6

x x

x x

x x x (x )lim lim
x (x )x x a

x x x (x )lim lim
x (x )x x

- -

+ +

 

 

- - -
= =

+ -+  =
+ +

= =
- --

2

20 0
2

20 0

1 1
2 2 12

21 1
2 22

 

 متوسط   »  4«گزينه  - 7

x

x

lim x [x] ( ) [ ]

lim (x )

-

+

-





- = - = - =

+ = + =
2

2

3 3 2 2 6 1 5

2 2 2 4
  

xتوانـد در   چون حد چپ و راست نا برابرند تـابع نمـي   = پيوسـته باشـد و    2

  آيد. دست نمي به aمقداري براي 

 آسان   »  2«گزينه  - 8

x
lim sin sin

x-

p p
= =

6

1
6 2

 

x

xlim (a cos ) a cos a
+

p p
+ = + = +2 2

6

3
36 6 4

 

a a -
+ =  = - =

3 1 1 3 1
4 2 2 4 4

 

 متوسط   »  4«گزينه  - 9

x x

(x )(x )lim lim x
(x ) 

+ -
= + = + =

-

2 2 2
21 1
2 1 2 1 2 3

1
 

f ( ) a a =  =1 3 

 آسان   »  3«گزينه  - 10

x

xlim [x] [ ] [ ] [ ] [ ]
-

-
- -


- = - = - = - =

8

88 7 2 7 1 6
4 4

 

x

xlim [x] [ ] [ ] [ ] [ ]
+

+
+ +


- = - = - = - =

8

88 8 2 8 2 6
4 4

 

f ( ) [ ] [ ]= - = - =
88 8 8 2 6
4
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 متوسط   »  3«گزينه  - 11
xبايد نقاط مرز  xو  1=   را بررسي كنيم. 1-=

x x x
f (x) x x

x x x

ìïï - <-ïïï= - - £ £íïïïï - >ïî

2

2

5 4 1
2 1 1 1

5 4 11

 

xدر  xناپيوسته 1-= ( )

x ( )

lim x x

lim x

-

-

 -

 -

- = + =

- =- =-

2
1

1

5 4 5 4 3

2 1 2 3
 

xدر  xپيوسته 1=

x

lim x

lim x x

-

+





- = - =


- = - =

1
2

1

2 1 2 1 1

5 4 5 4 1
 

 توسطم   »  4«گزينه  -12
xپيوستگي را در نقطه مرز   كنيم. بررسي مي 1=

x x x

| x x | | (x )(x ) | (x )(x )
lim lim lim

x x (x )- - -  

+ - + - - + -
= =

- - -
=

2

1 1 1

2 2 1 2 1
1 1 1

3 

x x x

| x x | | (x )(x ) | (x )(x )
lim lim lim

x x (x )+ + +  

+ - + - + -
= = =

- - -

2

1 1 1

1 2 1 2 1
1 1 1

3 

  آيد. دست نمي به aحد چپ و راست برابر نيست پس مقداري براي 

 آسان   »  2«گزينه  - 13

x
lim (x )[x] ( )[ ]

-
-


- = - =

2
1 2 1 2 1 

x
lim (a sin ) a sin a

x+

p p
+ = + = +

2
2 2 2

2
 

a a+ =  =-2 1 1 

 آسان   »  3«گزينه  - 14
x[x] x

f (x)
ax b x x

ì - < <ïï=íï + £- ³ïî

1 1
1 1

 

[( ) ] a b b a+- - =- +  - =1 1   1-: پيوستگي در 1
[ ] a b a b- = +  + =1 1  1: پيوستگي در 0

b a
b a

b b a

ì - =ïïíï + =ïî

=  =  =-

1
0

1 12 1
2 2

  

 آسان   »  1«گزينه  - 15
]يوستگي در بازه براي پ , )2   پيوستگي راست داشته باشد. 2لازم است در  3

xx

x [x] xlim lim
x x+ 

- -
= =

- -3 22

2
6 ( x-2 )(x x )

=
+ +2

1
112 3

 حد راست

f ( ) a a=  =
12
11

  

 متوسط   »  4«گزينه  - 16
f ( ) a [ ] a= + - = +2 2 2 1 2 1  

x
lim a x [x ] a [ ] a [ ] a a

-
- -


+ + - = + - = + = + =

2
2 1 2 2 1 2 1 2 0 2   

aجواب ندارد. a+ =2 1 2  

 متوسط   »  1«گزينه  - 17

[ ]
x
xبه ازاي  2 xو  1= = در صورتي در اين  fناپيوسته است پس تابع  2

  نقاط پيوسته خواهد شد كه عامل صفركنندگي داشته باشد. 

xيعني  ax b- + xازاي  به 23+ xو  1= =   صفر شود. 2

= ´ =1 2 =ها و  ضرب ريشه 2 + =1 2  ها جمع ريشه3

IÀ¾zÄn ”μ]

IÀ¾zÄn Jo†

a a
x ax b

b b

ìïï = =  =ïïï- + + = íïï = =  =-ïï -ïî

2
3 9

33 0
2 6

3

  

a b ( )+ = + - =-2 9 2 6 3 

 آسان   »  2«گزينه  -18

x x

x xlim lim
x- -- -

- - - +
=

+1 1

2 3 4 3
1 ( x+1)( x )

=
+ -

1
42 3

 

x
lim (ax ) a

+-
+ =- +

1
1 1 

a a- + =  =
1 31
4 4

 

 آسان   »  2«گزينه  - 19

x

x

lim (x )[x]

a a
lim (a sin ) a

x

-

+





- =

 + =  =-p
+ = +

2

2

1 1

2 1 1
2 2

 

 آسان   »  1«گزينه  - 20

x
lim ( x )

+
- + =2

1
4 3 

x
lim (ax x a)

-
+ - =

1
5 5  

¹به ازاي هيچ مقداري پيوسته نيست. 3 5 

 آسان   »  4«گزينه  -21

x x

x x (x )( x )lim lim
x x 

- - - +
= =

- -

2

1 1
2 1 1 2 1 3

1 1
 

x
lim (ax a )


- + =
1

3 3 

=به هرحال اين تابع پيوسته است. aبدون توجه به مقدار  3 3  
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 متوسط   »  2«گزينه  - 22
كنند  توابع براكتي به ازاي مقاديري كه داخل براكت را به عدد صحيح تبديل مي

  باشد! ناپيوسته هستند مگر اينكه ريشه عبارت پشت براكت

x) كه داخل براكت صحيح است و ريش x=1اين تابع در  )-2 هسـتند  1

 پيوسته است.

 متوسط         »  4«گزينه  - 23

x

[x]lim
x+ +

= =
0

0 0
0

 

x

[x]lim
x- -

-
= =+¥

0

1
0

  

]تعريف نشده ]f ( )= =
00
0

 

fDÏ0 

 متوسط         »  1«گزينه  - 24
nj ¾Tw¼ÃQx a b ( )[( ) ]+=-  - + = - -1 1 1 

a b- + =1 

nj ¾Tw¼ÃQx a b [ ] a b-=  + =  + =1 1 1 0 

a b
a b

ì- + =ïïíï + =ïî

1
0

 

b b a=  =  =-
1 12 1
2 2

 

¡¡— (SvÃº ½pIM nj)

x

x

x | x | y
f (x)

x[x] | x |

=

=

ì -ïï- + ³ ¾¾¾ = + =- =-ïï=íïïï < ¾¾¾ïî

3

3

1 1 3 1 21 1
2 2 2 2 2

1
 

 متوسط   »  1«گزينه  - 25
fاز اونجايي كه  g , f g- پيوسته هستند پس جمـع و تفريـق    xهر دو در  +

  هم پيوسته است: ها آن

fپيوسته g f g f+ + - = 2 

  fپيوسته

¾Tw¼ÃQ ¾Tw¼ÃQf g (f g) f g f g g g+ - - = + - + = 2  

  پيوسته هستند. gو  fبنابراين 

 متوسط   »  1«گزينه  - 26
[x] k

x k

: x k
[x] k

x k
( ) sink

lim ( ) sin x ( ) sin k

sink

lim ( ) sin x ( ) sin k

+

-



=
-


- p=

ì p pïï - = - ´ïïïïïï= ´ p=ïïïïíï p pï - = - ´ïïïïïï=ïïïïî 0

2
2

02
2 1

2
1 0

1 1 2
2 2

1 0

1 1 2
2 2





  زوج xاگر  

sin kp .عامل صفر كنندگي است  

k

x ( k )

: x k
k

x ( k )

lim ( ) sin ( k )

( )

lim ( ) sin ( k )

( )

+

-

+

 +

= +

 +

ì pïï - +ïïïïïï= - ´ =ïïíï pï - +ïïïïïï= ´  =ïïî

2 1
2 1

2 1
2

2 1

1 2 1
2

1 1 1

1 2 1
2

1 1 1

  فرد xاگر 

  فقط در اعداد زوج پيوسته است.

 متوسط         »  4«گزينه  - 27
x

f (x) [x] [ x]
x

ì Îïï= + - =íï- Ïïî

0
1




 

f (x) x x
g(x) g(x)

f (x) x x
ì ì- Î - Îï ïï ï= =  =-í íï ïÏ - Ïï ïî î

1 0 1
1

1
 
 

 

  يك تابع ثابت است و روي اين بازه نقطه ناپيوستگي ندارد. gبنابراين تابع 

 دشوار         »  3«نه گزي -28
توان داخل جز صحيح زوج باشد، بهتر است بازه منفي و مثبت را جدا كنـيم   اگر 

xو در    پيوسته است. 0=

)ابتدا بازه  , )-1 xرا بررسي كرده و در نقاط  2 پيوستگي راست و در  1-=

x =   كنيم. پيوستگي چپ را بررسي مي 2

xعدد صحيح در اين بازه وجود ندارد x- < <  < < 21 0 0 1  

نقطه 3
x x

x x x x

x x

üï=  = ïïïïï< <  < <  =  = ýïïï=  = ïïïþ

2

2 2

2

1 1

0 2 0 4 2 2

3 3

  

xنقطه 1 ( )
lim [x ] [ ]

f ( ) [ ]

+
-

 -

üï= = ïïïýïï- = = ïïþ

2
1

1 0

1 1 1
   

xنقطه 1
lim [x ] [ ]

f ( ) [ ]

-
-



üï= = ïïïýïï= = ïïþ

2
2

4 3

2 4 4
   

  .نقطه ناپيوسته است 5در 



   
   

 

 فصل ششم-رياضي يازدهمپاسخنامه  21

 دشوار   »  3«گزينه  -29

x x x

x x x

lim f (x) lim g(x) lim f g

lim f (x) lim g(x) lim f g

- - -

+ + +

  

  

- -
= = ´ = ´ =

= = ´ = ´ =
0 0 0

0 0 0

1 10 0 0
2 2
0 1 0 1 0

 

fتابع  g´  درx   پيوسته است. 0=

 آسان         »  1«گزينه  -30
x a x

k(x) f g a x
x

ì + + <ïïïï= + =íï + ³ïï +ïî

2 1 1

1 1
1

 

x
lim k(x) a

-
= +

1
3 

x

alim k(x)
+

= +
1

1
2

 

a aa a+ = +  =-  =-3 1 2 4
2 2

  

  
  
  
  
  1آزمون تشريحي                             

  

 متوسط     - 1
  آ) نادرست ـ 

x x

(x )(x )(x )
lim g(x) , lim g(x)

x- + 

-- +
= = =

-3 3

33 3 6
3

(x )

x

+

-

3
3

= 6   

  داراي حد است.

  ب) نادرست ـ چون حد ندارد

fپ) درست ـ تابع   (x) [x]= باشد و در ديگر  در نقاط صحيح داراي حد نمي

  نقاط داراي حد است.

 متوسط      - 2
آ) وجود ندارد چون 

x
lim x

-0
  وجود ندارد. 

  ب)
x x
lim f (x) lim ( x )

- - 
= - =-2

0 0
4 7 7  

xپ) در نقطه  = fحد ندارد چون تابع  2 (x) [x]=   در نقاط صـحيح داراي

  حد نيست.

  

 آسان      - 3

  
x

f (x)
x

ì ³ïï=íï- <ïî

1 3
1 3

  

 متوسط     - 4
x xf (x)
x
- +

=
-

24 12 8
2

  

  
 توسطم     - 5

x
lim f (x)

+
=-

0
3 

x
lim f (x)

-
=-

0
1 

x x
lim f (x) lim f (x)

+ - 
¹

0 0
 

  .حد ندارد x=0پس در 

 متوسط     - 6

x x

(x )
lim f (x) lim

+ + 

-
=

2 2

2 (x )
x

+

-

2
2

= 4 

x x

(x )
lim f (x) lim

- - 

-
=

2 2

2 (x )
x

+

-

2
2

= 4 

xچون حد چپ و راست برابر است پس در  =   حد دارد. 2

 متوسط     - 7

  

x
lim f (x)

+
=

0
1 

x
lim f (x)

-
=

0
0  

  .حد ندارد
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 متوسط     - 8

´¿L¶
x x x

x x xlim f (x) lim lim
x x x+ + +  

- - +
= = ´ =

- - +1 1 1

1 0 1 1
1 0 1 1

 

x

xlim
+

-

1

1
(x )-1 ( x )

=
+

1
21

 

x x
lim f (x) lim (x )

- - 
= - = - =

1 1

1 1 11
2 2 2

  

  حد دارد. x=1چون حد چپ و راست برابرند پس در 

 متوسط     - 9

x x
lim f (x) lim x b b

+ +- -
= - =- -

3 3
3 

x x

xlim f (x) lim
x- -- -

+
= =

-

2

3 3

4 13
3

  

xچون در    ، حد دارد پس حد چپ و راست برابرند.3-=

b b b-
- - =  - - =  =

13 13 223 3
3 3 3

  

 دشوار     - 10
³I¿MH ÍÎn´¿L¶

x x

(x ) (x )lim lim
(x ) 

- -
= ¾¾¾¾

-

2 2

23 3
3 0 3

09 (x )-3 (x )+ 3
 (آ 

x

xlim
x

-
= =

+3
3 0 0
3 6

  

³I¿MH ÍÎn´¿L¶
x x

x x xlim lim
x x x 

+ - + - + +
= ¾¾¾¾ ´

- - + +1 1
15 4 0 15 4 15 4
1 0 1 15 4

 (ب 

x x

x xlim lim
(x )( x ) 

+ - -
=

- + +1 1
15 16 1

1 15 4 (x )-1 ( x )
=

+ +
1
815 4

  

x

xlim
x x

- -
= = =

- + - + -

2

21
1 1 1 0 03 3 22 1 2 1

5 5 5

 (پ 

 دشوار     - 11

x x
lim f (x) lim ( x a) a

+ + 
= - = -

2 2
2 4 

x x
lim f (x) lim (a x ) a

- - 
= + = +2 2 2

2 2
1 4 1 

f ( ) a= -2 4  

a  شرط پيوستگي a a - = + = -24 4 1 4 

a a ( a )(a ) a ,a + - =  - + =  = =-2 34 3 0 4 3 1 0 1
4

 

 متوسط     -12

(x )Î      .آ در نقاط صحيح ناپيوستگي دارد)  

=xدر    (ب ناپيوستگي دارد.       2

 متوسط     - 13

x x x

(x )xlim f (x) lim lim
x+ + +  

--
= =

-

2

1 1 1

11
1

(x )
x

+

-

1
1

= 2 

x x x

(x )xlim f (x) lim lim
x- - -  

--
= =

-

2

1 1 1

11
1

(x )
x

+

-

1
1

= 2 

f ( )=1 1  
  پيوسته نيست. x=1چون حد تابع با مقدار تابع برابر نيست پس در 

  

  

  
  

  

  2آزمون تشريحي                            
  

 متوسط     - 1
  آ) درست 

x x
limf (x) limf (x)

+ - 
= =

2 2
4 4 

}كه  fب) نادرست ـ با توجه به دامنه   }- 1     اسـت مقـدار تـابع درx=1 

  وجود ندارد.

fD -پ) نادرست  : x x- ³  ³2 0 با توجه به دامنـه   راستپس حد  2

  وجود ندارد. راست، حد fتابع 

 دشوار     - 2
=kآ)  3  

  ب) نيست چون حد چپ و راست برابر نيستند.  

  پ) نيستند.



   
   

 

 فصل ششم-رياضي يازدهمپاسخنامه  23

 متوسط     - 3
x

f (x)
x

ì >ïï=íï- <ïî

1 2
1 2

  

  
f درx = حد ندارد 2

x x
limf (x) limf (x)

+ - 
= =- 

2 2
1 1 

  
x
limg(x)


=

2
1  

g  درx =   حد دارد. 2

 متوسط     - 4

x

x x

limf (x)
( )

limg(x) limh(x) ( )


 

= =
- - - -

1

1 1

3
3 3 9

2 4 2 0 4
  (آ 

x
[limh(x)]


= =3 3

1
0   (ب 0

 متوسط     - 5

  
) تابع اطرافاست پس  برابر  fدامنه آ) چون    تعريف شده است. 1-(

  ب)

xx
limf (x) lim(x )

+  - -
= - =-2

11
2 1 

x x
limf (x) lim( x )

- -- -
= - =-

1 1
2 3 5  

  داراي حد نيست. x=-1حد چپ و راست برابر نيست پس در 

  پ)

 f ( ) x ( )- = - = - - =-2 21 2 1 2 1  

 متوسط     - 6
fD x x x(x ) x , x - ³  - =  = =2 3 0 3 0 0 3  

  
fD : ( , ) ( , )-¥ +¥0 3 

xحد چپ در  fبا توجه به دامنه  = xدر تابع وجود ندارد پس , 3 = حد  3
  ندارد.

 متوسط     - 7

  
  تواند حد راست داشته باشد. اين تابع مي

 متوسط     - 8

x
xx

[x]limf (x) lim lim
| x | x+

++


- - -
= = = =-

- -2 22

3 2 3 1 1
1 1 1

 

x x
limf (x) lim( x b) b

- - 
= - = -

2 2
2 4  

  :چون داراي حد است پس حد چپ و راست بايد برابر باشد پس
b b- =-  =4 1 5  

 آسان     - 9
xدر  gچون تابع  a=  حد ندارد پسf g+  درx a=   داراي حد نخواهـد

  بود.

 دشوار     - 10

³I¿MH ÍÎn´¿L¶
x x

( x )x xlim lim
x 

-+ -
= ¾¾¾

-

2

21 1
2 2

2 12 1 0
04 1

(x )
( x )

+

-

1
2 1 ( x )

= =
+

3
32

2 42 1
  (آ 

³I¿MH ÍÎn´¿L¶
x

x ( x
lim

x x

x x x xlim lim
x x 

-
=

 

- -
= ¾¾¾

- - 1

1
1 1

0
01 1

)

x -1
  (ب 1=

x x

( sin x)( sin x)lim lim sin x sin
sin xp p

 

- + p
= + = + = + =

-
2 2

1 1 1 1 1 1 2
1 2

  (پ 

 متوسط     - 11

x x
lim f (x) lim [x] a a

+ + 
= + = +

1 1
1 

³I¿MH ÍÎn´¿L¶
x x x

x x xlim f (x) lim lim
x x x- - -  

- - +
= = ¾¾¾¾ ´

- - +1 1 1

1 0 1 1
1 0 1 1

 

x

(x )lim
(x )( x )-

-
=

- +1

1 1
21 1

 

f ( ) a= +1 1  
aاگر پيوسته باشد  a+ = = +

11 1
2

-=aپس  
1
2

. 
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 دشوار     -12
f (x) [x] [x] [x]= + =   (آ 2

  

x)در نقاط صحيح ناپيوستگي دارد )Î  

g
(x )(x x )g(x) x x , D : x

(x )
- + +

= = + + ¹
-

2 21 1 1 1
1

  (ب 

xدر    ناپيوسته است. 1=

  

g(x) x x= + +2 1 

s
bx
a

- -
= =

1
2 2

 

s
( )y

a
D - -

=- = =
1 4 3

4 4 4
  

 متوسط     - 13

xx
lim f (x) lim x

+ --
= =-3

11
1 

xx
lim f (x) lim

x- --
= =-

11

1 1 

f ( )- =-1 1  

پيوسته  x=-1چون حد راست و حد چپ و مقدار تابع با هم برابرند پس در 

  است.

  
  

  

  
  
  
  نيآزمون تستي پايا                          

  

 متوسط   »  4«گزينه  - 1

´¿L¶
x

xlim
x x

- +
=

- +

3
22

2 3 2 0
05 18 16

 

³I¿MH ÍÎn
x

x

x ( x )xlim
( x )(x ) x ( x )

( x )lim
( x )(x )( )





+ + + +- +
¾¾¾¾ ´

- - + + + +

- +
=

- -

2333

2332

2

4 2 3 2 3 22 3 2
5 8 2 4 2 3 2 3 2

8 3 2
5 8 2 12

 

x x

x xlim lim
( x )(x )( ) ( x )(x )( ) 

- - -
=

- - - -2 2
8 3 2 6 3

5 8 2 12 5 8 2 12
 

x

( x)lim
( x )(x )( ) ( )( )

- - -
= =

- -2
3 2 3 1

5 8 2 12 2 12 8
 

  روش ديگر حل اين سوال استفاده از قاعده هوپيتال است.

 دشوار   »  3«گزينه  - 2

x
lim f ( x) f( ) f ( )

-
- +


- = - =

3
4 4 3 1  

fبراي محاسبه  ( fاز ضابطه  1+( ( x )-2   بايد استفاده كرد. 1

x x
lim f (x) lim ( x )

+ + 
= - =

1 1
2 1 2   

 آسان   »  3«گزينه  - 3
  كنيم: اي را ساده مي هاي تابع چندضابطه ابتدا شرط

IÄ
x[x] x

f (x)
ax b x x

ì - < <ïï=íï + ³ £-ïî

1 1
1 1

  

xپس در  , x=- =1   بايد پيوسته باشد: 1

x

x

lim f (x) a b

lim f (x) x( ) a b

f ( ) a b

+

-





ü= + ïïïïïï= =  + =ýïïïïï= + ïþ

1

1
0 0 0

1

 

x

x

lim f (x) x

lim f (x) a b a b

f ( ) a b

+

-

-

-

ü=- =+ ïïïïïï=- +  - + =ýïïïïï- =- + ïþ

1

1

1

1

1

  

  معادله داريم: با حل دستگاه دو
a b
a b

ì + =ïïíï- + =ïî

0
1

 

b b , a=  = =-
1 12 1
2 2
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 آسان   »  2«گزينه  - 4

´¿L¶
x x

sin x cos xlim lim
[x] cos x cos x+ + 

p - p
=  =

+ p + p

2 2

1 1

0 1
0 1

 

x

( cos x) ( cos x)
lim

+

- p + p

1

1 1
( cos x)+ p1 x

lim ( cos )
+

= - p =
1

1 2  

 متوسط   »  4«گزينه  - 5

x x

x (x )(x )lim lim
| x | (x )+ + 

- - +
= = =

- -

2

2 2

4 2 2 4 2
2 2 2 2 2

 

x x

x (x )(x )lim lim
| x | (x )- - 

- - +
= = =-

- - - -

2

2 2

4 2 2 4 2
2 2 2 2 2

 

f ( )=2 2  
  تابع پيوستگي راست دارد چون حد راست با مقدار تابع برابر است.

 آسان   »  1«گزينه  - 6
  تعريف پيوستگي چپ:

x
lim f (x) f ( )

--
= -

2
2  

x x

x ( x)( x x )lim lim
| x | (x )- -- -

+ + - +
= = =-

+ - + -

3 2

2 2

8 2 4 2 12 12
2 2 1

 

f ( ) a- =2 
aپس:  =-12 

 متوسط   »  3«گزينه  - 7

x x x

x x x

f g f glim f (x) lim lim

/
f g f gf (x)

f g f glim f (x) lim lim

/

+ + +

- - -

  

  

ì - +ïï = +ïïïïïïï = + = =ïï- + + ï= íï - +ï = +ïïïïïïïï = + = =ïïî

1 1 1

1 1 1

2 2
5 0 5 2 5
2 2 2

2
2 2

3 2 5 2 5
2 2 2

  

 آسان   »  3«گزينه  - 8
=xدر    بايد پيوسته باشد: 2

³I¿MH ÍÎn

´¿L¶
x

x

xlim
x x

x x xlim
x x x x

+

+





-
=

- +

- + +
¾¾¾¾ ´ =

- + + +

2

2

3 6 0
02
3 6 2

2 2

 

x x

(x )(x )(x x )lim lim
x x+ + 

-- + +
=

- -22 2

3 23 2 2
2

( )
(x )-

4
2 (x )

= =
+

12 4
31

  

  تونستيم استفاده كنيم. از هوپيتال براي رفع ابهام هم مي

x
lim ax a

-
- = -

2
1 2 1 

f ( ) a= -2 2 1  
-a  شرط پيوستگي =2 1 4 

a a /=  =2 5 2 5  

 متوسط   »  3«گزينه  - 9
³I¿MH ÍÎn´¿L¶

x

x xlim
x-

+ +
= ¾¾¾¾

+

2

38
10 16 0

012 6
 

x x

(x ) ( x )(x )(x )lim lim
( x )- -

+ ++ +
=

+

3

38 8

2 22 8
6 2

( x x )

( x )

- +

+

3 2 3

3
2 4

6 2
 

x

( )( )lim
-

-
=-

8
6 12 12
6

  

 هوپيتال روش ديگر حل اين سوال است.

 آسان   »  4«گزينه  - 10

f (x)

x x x

( sin x ) (sin x )( sin x )(sin x )
lim lim lim

sin x  p p p
  

+ -+ -
= =

- 2

2 2 2

2 1 12 1 1

1 ( sin x)-1 ( sin x)+1
 

x

( sin x )lim /
sin xp



- + -
= =-

+

2

2 1 3 1 5
1 2

 

f ( ) a /p
= =-1 5

2
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³I¿MH ÍÎn´¿L¶

x x

x x x x x x
lim lim

x x x x x x 

- + - + + +
= ´

- + - + + +
¾¾¾

1 1

2 7 5 2 7 5 2 3 1
2 3 1 2 3 1 2 3 1

0
0

 

x

( x )( x )( x x )lim
x x

- - + +
=

- -21
2 5 1 2 3 1

4 3 1
 

x

( x ) ( x )
lim


- -

1

2 5 1 ( x x )

( x ) ( x )

+ +

+ -

2 3 1
4 1 1 ( x )

( )( ) /
( )( )

+

- + - -
= = = =-

1
3 2 2 12 6 1 2
5 2 10 5

  

  هوپيتال روش ديگر حل اين سوال است.

 آسان   »  3«گزينه  -12
¢±‰¶

x ( )

[x] [( ) ]lim
x ( )-

-

- - -

+ - +
= = =

+ - +2

3 2 3 0 0
2 2 2 0

 

 دشوار   »  4«گزينه  - 13
xبرانگيز شد. ابتدا بدانيم كه  بحث 99اين سوال در سال  [ , ]Î -2 و در اين  2

دهنـد امـا بـا توجـه بـه       را تشـكيل مـي   [x]بازه نقاط صحيح نقاط ناپيوستگي 

sin xp  ت و كه در آن ضرب شـده اس ـsin , sin , sin , sinp -p p - p2 2 

شود و درنتيجـه پيوسـته    همان صفر هستند پس براكت در نقاط صحيح صفر مي

است. اما در كتاب درسي نقاط ابتدا و انتهاي بازه را بـه دليـل آنكـه پيوسـتگي     

 2كنـد پـس بايـد گزينـه      راست و پيوستگي چپ دارند نقاط ناپيوستگي بيان مي

اعلام كـرد و   4جواب را گزينه  99ازمان سنجش سال جواب مسئله باشد اما س

  سروته بازه را پيوسته درنظر گرفت.
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 دشوار   »  1«گزينه  - 14
  هاي شرط را ساده كنيد: ابتدا بازه

x x- < - <  < <1 1 1 0 2 

IÄ IÄx x x x - ³ - £-  ³ £1 1 1 1 2 0 

IÄ
(x )[x] ; x

f (x)
x ax b ;x x

ì - < <ïï=íï + + ³ £ïî
2

1 0 2

2 0
  

xپيوسته است پس بايد در  چون تابع روي  , x= =2 نيز پيوسته باشد  0

  پس:

x

x

lim (x )( )

lim b b

f ( ) b

+

-





ì - =ïïïïïï + + =íïïïïï = + +ïî

0

0

1 0 0

0 0

0 0 0

 

b a =  =-
30
2

  

x
lim (x ax b) a b

+
+ + = + +2

2
4 2 

x
lim (x )( )

-
- =

2
1 1 1 

f ( ) a b= + +2 4 2 

a b a b + + =  + =-2 4 1 2 3  

 طمتوس   »  1«گزينه  - 15
تابع جز صحيح در نقاطي كه داخل آن عددي صحيح شود ناپيوسته اسـت.چون  

 باشد تا جز صحيح نداشته باشيم. b=0پيوسته است بايد تابع روي 

SMIY ”MIUb f (x) a f (b) a=  =- ¾¾¾ =-0 2 2 

a a
f (b) a

-
= =

-
1

2 2
  

 دشوار   »  2«گزينه  - 16
xورت به ازاي چون ص =   ، صفر شده پس مخرج هم بايد صفر باشد.2

x ax b a b b a=¾¾¾ + =  + =  =-2 0 2 0 2 

x x

x x x x x xlim lim
ax b x x (ax a)(x x ) 

- - + - - +
´ =

+ + - - + -

2

2 2
3 2 3 2 3 2

3 2 2 3 2
  

x

(x )
lim


-
=

2

2 (x )
a (x )

-

-

1
2

a ,b ( )
a(x x )

= =  = =- =-
+ -

1 1 1 12 1
4 2 2 23 2

  

 متوسط   »  1«گزينه  - 17
  از روي دايره مثلثاتي داريم:

  
  پس:

x ( )
lim [ sin ] [ ( ) ]

-

-
-

p


p
- = -

6

12 1 2 1
6 2

 

[ ]-= - = - =-1 1 0 1 1 

 دشوار   »  3«گزينه  -18
s s: y a(x x ) y a( )= - +  = - +2 20 0 2  fمعادله سهمي 1

a a= +  =-
10 4 1
4

 

f (x) (x )=- - +21 2 1
4

 

y x =- +
1 1
4

éنقطه   ù
ê ú
ê úë û

0
1

éو نقطه   ù
ê ú
ê úë û

4
0

 g: معادله خط  

x x

(x ) x x x x
lim lim

x x- - 

- - + +- + - + - + - +
=

- -

2 2

4 4

1 1 1 12 1 1 1 1 1
4 4 4 4

4 4
 

x x

x x (x )(x )
lim lim

x x- - 

- + + - + -
=

- -

2

4 4

1 3 11 1 4
4 4 4

4 4
 

(x )=+ + =
1 51
4 4

 

 متوسط   »  4«گزينه  - 19
  كنيم: ها را مشخص مي ابتدا تكليف قدرمطلق و براكت

x x x

(x ) ( ) x xlim lim lim
x x x+ + +- - -

+ + - + -
= = =

-1 1 1

1 1 1 1 1
0

  

 دشوار   »  3«گزينه  - 20
|ابتدا  x | x=3   كنيم تر مي را ساده 2

x | x | x x | x | x x (| x | ) x , ,=  - =  - =  = -2 2 2 2 20 1 0 0 1 1  

|همچنين با توجه به نكته رسم  x   داريم: x2و رسم  3|

  

IÄ

| x | [ x] x ( , ) { }
f (x) cos x x , ,

[x ] [x] ;x x

ìï + - Î - -ïïïï= + p = -íïïï - <- >ïïî
2

1 1 0
1 0 1 1

1 1

  

صـحيح   x2هايي كه در آن xهاي منفي و همچنين تمام xضابطه سوم در تمام 

اين تابع در بي شـمار نقطـه ناپيوسـته    پس  .ناپيوسته است ،غيرصحيح است xو 

  است.
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  آزمون پلاس                

  

 » 1«گزينه  - 1
ريشه مضـاعف   aچون در پيوستگي حد چپ و راست بايد برابر باشند پس بايد 

  بايد ريشه مخرج كسر باشد. aزير راديكال و همچنين 

(m ) ( )(m ) m m mD=  - - - =  - + - + =2 20 1 4 3 4 0 2 1 12 48 0
 

m m (m ) m - + =  - =  =2 214 49 0 7 0 7 

a a a (a ) a , a + =  + =  = =-3 2 20 1 0 0    aريشه مخرج1

x ( ) x ( )

x x x xlim lim
| x | | x |  -  -

+ + + +
= =

+ +

2 2

3 31 1

3 6 3 3 2 1
1 1

 

x ( )

| xlim
 -

+

1

3 1 |
| x+1 || x x |

=
- +2

3
31

 

sin bf ( ) sin b b p
- = =  =  =

2 3 31
3 3 3 3

  

 »1«گزينه  - 2
a  بايد ريشه مضاعف زير راديكال باشد پسD=0 است.  

(m ) ( m) m m mD=  + - =  + + - = 2 20 3 4 3 0 6 9 12 0 

m m (m ) m- + =  - =  =2 26 9 0 3 0 3 

x a

x x
lim

x a

+ +

+

2

3 2

36 6
2

2
  

  ريشه مخرج نيز بوده است پس: aهمچنين حتماً 

a a a ( a ) a+ =  + =  =-3 2 2 12 0 2 1 0
2

 

x a x ( )

x x x x
lim lim

| x | | x |   -

+ + + +
=

+ +

2 2

13 3
2

3 16 6 6
2 4

1 12 2
4 8

 

x ( ) x ( )

| x |
lim lim

| x || x x | | |  -  -

+
= =

+ - + + +

=

1 12
2 2

16 62
1 1 1 1 1 12 2
2 2 4 4 4 4

2 6
3

 

tan bf ( ) tan b tan b

b

- = =  =  =

p
 =

1 2 2 6 6 32
2 3 3 31

2

6

  

 »4«گزينه  - 3
پـس حتمـاً ريشـه     ريشه صورت است x=1شويم كه  با كمي دقت متوجه مي

  مخرج نيز بوده است.

a b a b+ =  =-0 

x x

b x b blim lim
bx b 

- -
=

- +

3

1 1
2 ( x )

b
- -32 1 x
( x ) x

- +
´

- + - -

3

3

2

2 1
1 2 1

 

x x

x x ( x x )lim lim
( x) ( x) ( x x ) 

- - - + +
= = ´

- ´ - + +

3 23 3 3

3 231 1

3

2 1 1 1
1 2 2 1 1

  

x

( x)lim
( x)

-
= =

- ´1
1 1

2 1 3 6
   

  شود. تر رفع ابهام مي از قاعده هوپيتال اين سوال راحت

 »4«گزينه  - 4
xاگر تابع را در  = nي يعن 3 =   بررسي كنيم: 3

x x
lim f (x) lim | [ x] x | | [ ( )] | | |

+ + 

+= - - = - - = - - =
3 3

3 3 4 3 7   

f ( ) | [ ] | | |= - - = - - =3 3 3 3 3 6   

xتابع در پس  =   تواند فرد باشد. نمي nناپيوسته است و  3

xاگر تابع را در  = xو  2   نيم:بررسي ك 2-=

x

x

lim f (x) k k

lim f (x) | [( )] | | [( )] | | |

f ( ) k k

+

-


- +



= - + =

= - - = - - = - - =

=  =

2

2

2 2

2 2 2 2 2 2 4

2 4

   

x ( )
lim f (x) k k

+ -
= + - =

2
2 2   

x ( )
lim f (x) | [ ( )] | | [ ] | | |

-
- +

 -
= - - + = + = + =

2
2 2 2 2 2 2 4   

f ( ) k k- =  =2 4  

  زوج پيوسته است. nپس در 
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 »1«گزينه  - 5
باشد، بنابراين بايد در اعداد صـحيح پيوسـتگي را    تابع در غير صحيح پيوسته مي

  بررسي كرد:

xفرض كنيم: k=  وk>0 و زوج  

x k x k
lim f (x) lim | x [x] | | k k |

+ + 
= - = - =0 

x k x k
lim f (x) lim | x [x a] | | k [k a] |

- - 
= - - = - -  

| k [k a] | k [k a] [k a] k- - =  - - =  - =0 0 
k k a k a a£ - < +  £- < - < £1 0 1 1 0 

aفرض مسأله    وجود ندارد. [a]باشد بنابراين هيچ عضوي براي  مي 1->

 »2«گزينه  - 6
  نويسيم.  اي مي صورت دو ضابطه ته و تابع را بهشابتدا معادلات خطوط را نو

x x
f (x)

x x

ìïï <ïïpï=íï pï- >ïïïî

2 0

0
2

  

x

lim f (x)
-p



-p p -p
= ´ =

2

2
2 2 4

 

x ( )
lim f (x)

+p
 -

-p
= ´ =-

p
2

2 1
2

  

x ( ) x ( )

sin x | f (x) |lim lim
| f (x) | sin x- +p p

  -
+ = + = -

-p p2 2
2 2

1 1 4 1
1

4

   

 »1«گزينه  - 7
]با توجه به بازه  , ]1   س:پيوستگي راست دارد پ x=1حتماً تابع در  5

x x x

| x x | | (x )(x ) |lim f (x) lim lim
a( x) a( x)+ + +  

+ - - +
= =

- -

2

1 1 1

2 1 2
1 1

 

x

(x )(x )lim
a( x) a+

- +
= =

- -1

1 2 3
1

 

f ( ) tan p
= =-

31 1
4

  

aدرنتيجه:
a

= ¬ =-
-
33 1  

xهمچنين اين تابع در  =   س:پدارد  پيوستگي چپ 5

x x

| (x )(x ) |lim f (x) lim
a( x)- - 

- +
= = =

- - -5 5

1 2 28 7
1 12 3

 

f ( ) b( [ ]) b( ) b b b-
= - - = =  =  =-

7 75 5 5 10 10 10
3 30

 

abدرنتيجه  /= ´- =-
73 0 7
30

 

 »1«گزينه  - 8
 پـس وجود نـدارد   x=1يوسته است چون مقدار تابع در پنا x=1در  fتابع 

x=1 نتيجه: ورت كسر هم بوده است كه ابهام اتفاق افتاده است درريشه ص  

x a b a b=  + + =  + =-1 1 0 1  

a هريشــ x=1همچنــين چــون ســوال گفتــه  b- + =5 اســت درنتيجــه  0

a b= -5.  

bاز حل دستگاه دومعادله خواهيم داشت  ,a=- =3   :پس 2

[ ] [ ] [ / ..]- -
= - = - =-

3 4 7 2 3
3 3

 

 »4«گزينه  - 9

x
lim a[x] b[ x] a b

+
+ - =  - =

2
5 2 3 5 

ÁnHm«ÄI]
x

| x |lim b b b a
x-

-
+ =- + =  = ¾¾¾¾ - =

-2

2 1 3 4 2 12 5
2

 

a a=  =
172 17
2

  

 »2«گزينه  - 10
oM Zoh¶ » Rn¼‚

.SwH oÄmQyhM´¿L¶
(x )

a a
a a -
+ - -

= ¾¾¾¾¾¾¾
+ - - 1

1 2 1 2 0
1 1 0

 

x3 xax x a
x ( a )x a

x

-
+ - -

+ + +

-

2
2

3

12 2
2 1 2

x

( a )x

+

+

2

22 1 x a

( a )x

- -

- + 2

2

2 1 ( a )x

ax a
ax a

+ +

-
- +

2 1

2 2
2 2

0

 

  

ax2 xx( a)
ax

ax

-
+ - -

+

- 2

11 1
1

ax

x
x

+

-
- +

1
1

0

 

x

(x )
lim


-

1

1 (x ( a )x a)
(x )

+ + +

-

2 2 1 2
1

a a a
a a(ax )

+ + + +
= = =

+ ++
1 2 1 2 4 2 1

1 11
 

a a+ = +4 2 1 

a a=-  =-
13 1
3
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 »3«گزينه  - 11

x x

a alim f (x) lim
+ + 

- -
= =

+2 2

2 2
4 2 6

 

x x

a alim f (x) lim
- - 

- -
= =

+2 2

1 1
4 1 5

 

af ( ) -
=

22
6

  

aبه دليل پيوستگي  a- -
=

2 1
6 5

 

a a a- = - - =5 10 6 6 4  

 »4«گزينه  -12
x=-1 :ريشه صورت است پس  

a b a b a b- + + =  - + =  - + =1 0 1 1  
  با استفاده از رفع ابهام داريم:

x

ax b x ax b x x xlim
ax b xx x x x-

+ + + - - +
´ ´

+ -- - - +

2

2 21
 

x x

(ax b x )( ) x ax blim lim
(( x) x )( ) x x- -

+ - - + +
=

- - - -

2 2

4 41 1
2
2

 

x

(x )
lim
-

+
=

1

1 ( x a)

x (x )

- + +

- +

1
1

a a ,b
(x x )

+
= =  = =

- +2
2 4 2 3
3 31

 

a b- = - =-2 2 6 4  

 »2«گزينه  - 13

x

[x]lim x [x] a sin a sin a
+

p p
- + = - + =-

3

33 3
2 2

 

x

[x]lim x [x] a sin a sin
-

p
- + = - + p=

3
3 2 1

2
 

f ( ) a sin ap
= - + =-

33 3 3
2

 

a=-1 

 »2«گزينه  - 14

x x
lim f (x) lim a log (x ) a

+ + 
= + =23 3

1 2 

x

x x
lim f (x) lim ax a a

- -
-

 
= + = + = +3 0

3 3
2 3 2 3 1 

f ( ) a=3  
a  بنا به تعريف پيوستگي a+ =3 1 2 

a =-1  
xf ( ) x /- -=- + =- + =- + =-3 1 12 1 2 2 2 2 1 5

2
 

 »2«گزينه  - 15
f (x) a[x] b([x] ) a[x] b[x] b (a b)[x] b= + + = + + = + +1  

 صفر باشد. [x]پيوسته است بايد ضريب  چون روي 

a b a b+ =  =-0  
 SMIY ”MIUf (x) b f (a) b= ¾¾¾¾ =   

f (a) b b
a a b

= = =-
-

1   

 »1«زينه گ - 16

x x
lim [ ] lim [ ] [ ] [ ]

cosx ( )+ +
-

+ +p p
= = = =

+ - +

2 2 2 2 1
2 3 2 1 3 1

 

x x
lim [ ] lim [ ] [ ] [ ]

cosx ( )- -
-

+ +p p
= = = =

+ - +

2 2 2 2 1
2 3 2 1 3 1

 

 »4«گزينه  - 17

x
lim ax a a a

-
- - = - - =-

3

3 3 33 3 3
8 8 8

 

x

x x x xlim
x x x+

- - + + - +
´

- + - +3

1 1 1 1
3 1 1

  

x

(x x )lim
(x )( x x+

- - +
=

- + - +3

1 1
3 1 1

  

x

x x x xlim
x x( x)( x x+

- + + - - +
= ´

- - +- + - +3

1 1 1 1
1 13 1 1

  

x

x x xlim
(x )( x x )( x x )+

- + - -
=

- + - + - - +

2

3

1 2 1
3 1 1 1 1

 

x

x(x )lim
(x ) ( )+

- -
= =

- ´ ´ -3

3 3
3 2 4 8

 

  با هم برابرند. aبه ازاي هر مقدار حد چپ و راست 

 »1«گزينه  -18

x
lim ( x a )[ x] ( a )( ) a

+-
+ = - + - = -3 3 3

2
4 3 8 6 48 6 

x
lim ( x a )[ x] ( a )( ) a

--
+ = - + - = -3 3 3

2
4 3 8 7 56 7 

f ( ) ( a )( ) a- = - + - = -3 32 8 6 48 6 
  بنا به شرط پيوستگي:

a a a a- = -  =  =3 3 348 6 56 7 8 2 

 »2«گزينه  - 19
f ( ) a b=  - =3 6 2 6 

x x

a(x )(x )lim f (x) lim a( ) a
( x)  

- +
=  =- =  =-

-3 3

3 25 5 5 1
3

 

)   پس: ) b b - - =  =-2 1 6 8 

 »2«گزينه  - 20
xبا نمودار  [ x]-3   .آشنا هستيم 3

  
1پس نقاط ناپيوستگي آن در 

3
2و  

3
  .است 


