
   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 1

  
  
  
  
  

  1بخش                     
  
 آسان     - 1

 آ) قطر

  تر ب) نزديك

 پ) نصف

  ت) نصف

  60ث) 

 آسان    - 2
 R
| AB |

ap ap´ a
=  p=  =  a =

63 3 90
180 180 30

  

 R R
| A B | R

¢ ¢ap p¢ ¢ ¢=  p=  =
902 4

180 180
  

S R ( )¢ ¢= p = p = p2 24 16  

  

 آسان    - 3
r r r= p  p= p  =2 12 2   محيط 6

r
S /

ap p´
= = = p

2 75 36 7 5
360 360

  

 r
| AB |

ap p´ p
= = =

75 6 5
180 180 2

  

  

  

 متوسط    - 4
 AB CD=حكم :  AB CD=فرض :  

  كنيم وصل مي Dو  Cو  Bو  Aبه  Oاز 

ƒƒƒ

ƒoÎ

OA OC R

OB OD R OAB OCD

AB CD

D D
ü= = ïïïï= = ¾¾¾¾ @ýïïï= ïþ

  

 ³.H Áq¨o¶ ¾Ä»Hpˆ ˆO O AB CD¾¾ = ¾¾¾¾ =1 2  
  عكس قضيه:

AB CD=حكم :   AB CD=فرض :  




 

Áq¨o¶
Áq¨o¶
ƒoÎ

Ô AB

ˆ ˆ ˆO CD O O

:AB CD

üï= ïïïïï=  =ýïïï= ïïïþ

1

2 1 2  

ƒpƒ ³.H
OA OC R

ˆ ˆO O OAB OCD AB CD

OB OD R

D D
ü= = ïïïï= ¾¾¾ @ ¾¾ =ýïïï= = ïþ

1   اثبات بالا 2

  
 متوسط    - 5

 AC B

AH HB

C

ì

=

=ïïíïïî
=Ĥ  : حكم   : فرض90

  .كنيم وصل مي Bو  Aبه  Oاز 

Í±† ¦Ä oU» ³.HoU»
¥oTz¶

ˆ ˆOA OB R O O
OAH OHB

OH OH AH HB

D D ìü ï= = ï =ï ï¾¾¾¾ @ ¾¾ý íï ï= =ï ïþ î

1 2  



  
Áq¨o¶
Áq¨o¶

Ô AC

Ô BC AC BC

ˆ ˆO O

üï= ïïïïï=  =ýïïï= ïïïþ

1

2

1 2
  

 طمتوس    - 6
 AC BC

H

ìï =ïíï = ïî 90
AH  : حكم HB=فرض :  

O  را بهA  وB كنيم. وصل مي  

ƒƒƒ ³.H¥oTz¶
ƒoÎ

OA OB R ˆ ˆO O
OH OH OAH OHB

ˆ ˆH H:AH HB

D D
ü= = ï ìï ï =ï ïï ï= ¾¾¾¾ @ ¾¾ý íï ï = =ï ïïîï= ïþ

1 2

1 2 90

  

     



  
Áq¨o¶
Áq¨o¶

Ô AC

Ô BC AC BC

ˆ ˆO O

üï= ïïïïï=  =ýïïï= ïïïþ

1

2

1 2

 



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 2

 آسان    - 7
وصل كرده و  ABوسط وتر  Hبه نقطه  ABوسط كمان  Cكافي است از نقطه 

قطر دايره است كـه   CDخط  قطع كند، پاره Dطه امتداد دهيم تا دايره را در نق
  عمود است. ABبر 

  
 آسان    - 8

OAكنيم  وصل مي Aبه  Oاز  R= =17  
AHايم  عمود كرده ABبه وتر  Oچون از  HB=  

  

OAH :OA AH OH AH AH
D

= +  = +  =2 2 2 2 2289 64 225  

AH AB AH ( ) =  = = =15 2 2 15 30  

 آسان    - 9
ABايم. پس عمود كرده ABه به وسط از مركز داير

AH HB= = =12
2

  

  
OAH :OA AH OH OH
D

= +  = +2 2 2 2225 144  
OH OH =  =2 81 9  

 متوسط    - 10
¸Ã¤Iv²H Á»IvT¶

Ì°†¯HÁ»IvT¶

ˆ ˆˆOA OB A B O ˆ ˆA B
AB OA

üï= ¾¾¾¾¾ = = = ïï = = ýïï¾¾¾¾¾ = = ïþ

1 1
1 1

60
60

10  

AHكنيم  عمود مي ABبه  Oاز  HB= = 5  

  

OAH :OA AH OH OH OH

OH

D
= +  = +  =

 =

2 2 2 2 2100 25 75
5 3

  

  

 دشوار    - 11
O  را بهA  وC كنيم وصل مي.  AB CD OH OH¢>  <  

AB
OH AB AH HB^  = =

2
  

CD
OH CD CH H D¢ ¢ ¢^  = =

2
  

)1(  OAH :R AH OH
AH OH CH OH

OH C : R CH OH

D

D

üïïï= + ï ¢ ¢ + = +ýïïï¢ ¢ ¢= + ïþ

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2
  

( )AB CD
AB CD AH CH AH CH OH OH¢ ¢ ¢>  >  >  > <¾¾12 2 2 2

2 2
  

( )

OH OH OH OH

OH OH AH CH

AH CH AH CH

AB CD

¢ ¢ < <

¢ ¢ < ¾¾ >
¢ ¢ >  >

 >

12 2 2 2

2 2
  

 دشوار    -12
  كنيم. حالت اثبات مي 3قضيه را در 

  :ايره باشدحالت اول: يك ضلع زاويه قطر د

O  را بهC كنيم وصل مي.  ¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ ˆ ˆOA OC A C= ¾¾¾¾¾ =  


 Â]nIi

Áq¨o¶

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ BCOAC : O A C O A ˆ ˆA BC A
Ô BC

D üïïï= +  = ï =  =ýïï= ïïþ

1 1

1

2 2
2

  

  
  باشد. Aحالت دوم: مركز دايره بين دو ضلع زاويه 

  قطع كند. Dكنيم تا دايره را در  را رسم مي Aقطر گذرنده از 




  Ï»H S²Ie ¢LŠ

Ï»H S²Ie ¢LŠ

BDˆ: A
BD DC BCˆ ˆ ˆA A A

DCˆ: A

Å

üïïï= ï +ïï ¾¾ + =  =ýïïï= ïïïþ

1
1 2

2

2
2 2

2

  

  
  باشد:زاويه  حالت سوم: مركز دايره خارج اضلاع





  Ï»H S²Ie ¢LŠ

Ï»H S²Ie ¢LŠ

( )

BDˆ: A
BD DC BDˆ ˆ ˆA A A

DCˆ: A

-

üïïï= ï -ïï¾¾¾ - =  =ýïïï= ïïïþ

2
2 1

1

2
2 2

2

  

  



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 3

 آسان   - 13
 AD BC=حكم :  AB || DCفرض :  

  :كنيم وصل مي Cبه  Aاز 





   

ÁpH¼¶ ‡¼ŠiJn¼¶

ÂŠId¶

ÂŠId¶

ˆ ˆAB || DC, AC A C

BC BC AD
Â BC AD

AD
Ĉ

üïïï¾¾¾¾¾ = ïïïïïï=  =  =ýïïïïïï= ïïïþ

2 2 2

2

  

  

 دشوار   - 14
AB

Â=
2

  : حكم

وصل  Bرا به  Cقطع كند،  Cكنيم تا دايره را در  را رسم مي Aقطر گذرنده از 

=B̂زاويه محاطي رو به قطر است پس  Bكنيم چون  مي 90.  

  
  .دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس به خط مماس عمود است مي

ˆ ˆ ˆ ˆA A A A

ˆ ˆ ˆ ˆABC :A C C A
D

üï+ =  = - ïïýïï+ + =  = - ïþ

1 1

1 1

90 90

90 180 90
  




ÂŠId¶

ˆ ˆA C
AB

ÂAB
Ĉ

üï = ïïï  =ýïï= ïïþ
2

2

  

 آسان   - 15
           AC || BC BC AD = =a  

              
 

 

   

AC BC

BD AD

AC BC BD AD

üï+ = ïïýïï+ = ïþ

+ = + 

180

180  

   AC BD AC BD+a = +a  =   

ACبرابر دانيم وترهاي نظير دو كمان مساوي با هم برابرند. مي BD=    

 متوسط   - 16
 CD || AB AC BD = = a2  

BD
Â = =a1 2

Ô  : محاطي AC= = a1   : مركزي2

ˆ ˆˆAOE :E A O
D

= +  = a+a = aa =1 1 75 2 3 25  
   AC CD DB CD+ + =  a+ + a =180 2 2 180  
 CD ( ) CD = - a = -  =180 4 180 4 25 80  

  
 متوسط   - 17

 

 

BC AD
M̂

AC BD
M̂

ìï +ïï =ïïïíïï +ï =ïïïî

1

2

2

2

  : حكم

  قطع كند. Eكنيم تا دايره را در  رسم مي DCموازي  Aاز نقطه 
 AE || DC AC ED =  

    
 

ÁpH¼¶ ‡¼‰i ¾Ã…¤Jn¼¶

ÂŠId¶

ˆˆAE || DC, AB M A
AC BD

M̂
EB ED DB AC BD

Â

üï¾¾¾¾¾¾ = ïï +ïï =ý+ + ïï= = = ïïïþ

2
2 2

2 2 2

  

ترتيب  به همين
 BC AD

M̂
+

=1 2
  

  
 متوسط   -18

 BD AC
M̂

-
=

2
  : حكم

  قطع كند. Eكنيم تا دايره را در نقطه  رسم مي CDموازي  Aاز نقطه 

)1 (ÁpH¼¶ ‡¼‰iJn¼¶ ˆ ˆME || MD, BM A M¾¾¾¾¾ =  
)2 ( AE || CD AC ED =  

    ( ) ( )BE BD DE BD ACˆ ˆ ˆA M M
- -

= ¾¾ = ¾¾ =1 2
2 2 2

  

  



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 4

 دشوار    - 19
  قطع كند. Dكنيم تا دايره را در  سم مير MBموازي  Aاز 

)1(   AD || MB AB DB =  

)2 (ÁpH¼¶ ‡¼‰iJn¼¶ ˆˆAD || MB, AC M A¾¾¾¾¾ =  

    ( ) ( )CD CB DB CB ABˆ ˆ ˆA M M
- -

= = ¾¾ = ¾¾ =2 1
2 2 2

  محاطي 

  

 متوسط   - 20
BCاگر  x=  وAC y= :باشد  

  AB BC CA x y x y+ + =  + + =  + =360 70 360 290  

 BC AC x y
M̂ x y

- -
=  =  - =40 80

2 2
  

x y
x x y

x y

ì + =ïï  =  =  =íï - =ïî

290
2 370 185 105

80
  

  

 متوسط    -21
 AD BC x y

M̂ x y
- -

=  =  - =31 62
2 2

  

 AD BC x y
N x y

+ +
=  =  + =91 182

2 2
  

  
x y

x x ,y
x y

ì - =ïï  =  = =íï + =ïî

62
2 244 122 60

182
  

y
â = =  a = 

60 30
2 2

  محاطي 

 متوسط   - 22
 AB A B x y

M̂ x y
¢ ¢- -

=  =  - =50 100
2 2

  

 AB A B x y
N̂ x y

¢ ¢+ +
=  =  + =70 140

2 2
  

x y
x x ,y

x y

ì - =ïï  =  = =íï + =ïî

100
2 240 120 20

140
  

  

 آسان - 23
 BT AL x x

N̂ x
+ + + -

=  + =
9 17 10 106 28

2 2
  

x x x x + = +  =  =12 56 19 7 7 49 7  

ˆ ˆBNT x ( ) BNT= + = + = +  = 6 28 6 7 28 42 28 70  

  

 متوسط - 24
  قطع كند: Eكنيم تا دايره را در نقطه  رسم مي MBموازي  Aاز نقطه 




ÁpH¼¶ ‡¼‰iJn¼¶

Â±Ë

ˆˆME || MB, MA M A
AE

M̂
AE

Â

üï¾¾¾¾¾ = ïïïï  =ýïï= ïïïþ

1

1
2

2

  

)1(   AE || MB ADB ECB =  

    ( )AE ACB ECB ACB ADBˆ ˆM M
- -

= = ¾¾ =1
2 2 2

  

 
  



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 5

 آسان   - 25
x y x y

Â x y
- -

=  =  - =62 124
2 2

  

x y
x x , y

x y

ì - =ïï  =  = =íï + =ïî

124
2 484 242 118

360
  

  

 دشوار   - 26

)1(  
 QMP QP y z t x

B̂ y z t x
- + + -

=  =  + + - =80 160
2 2

  

 MQN MN y x t z
Ĉ y x t x ( )

- + + -
=  =  + + - =70 140 2

2 2
  

  .كنيم ) جمع مي2) را با رابطه (1رابطه (

y t y t+ =  + =2 2 300 150  

انـد پـس    قطـع كـرده   Aهمديگر را داخل دايره در نقطـه   MPو  QNدو وتر 

  داريم:

y tˆ ˆA A
+

= =  = 
150 75

2 2
  

  

 دشوار - 27
¸Ã¤Iv²H Á»IvT¶ ˆ ˆOA AM R O A= = ¾¾¾¾¾ = =a1  

 ˆBOD BD BD=  = b مركزي  
 Ô AC AC=  =a1 مركزي  

  اند. خارج دايره قطع كرده Mهمديگر را در نقطه  DCو  ABدو وتر 
 BD AC

M̂
- b-a

=  a =  a= b-a  b= a2 3
1 2

  

  

 دشوار -28
)1(  z x

Â
-

=
2

  

)2 (y t
D̂

-
=

2
  

)3 (
BN x t

M̂
+

= =
2 2

  محاطي 

  ) داريم:3) و (2) و (1از رابطه (
z x y t x t z y x tˆ ˆ ˆA D M
- + - + + + + +

+ + = = = =
2 2 3602 180

2 2 2
  

  

 دشوار   -29
z x z x

Â z x z x ( )
- -

=  =  - =  = +40 80 80 1
2 2

  

y t y t
D̂ y t y t( )

- -
=  =  - =  = +30 60 60 2

2 2
  

x y z t x ( t) ( x) t+ + + =  + + + + + =360 60 80   دانيم : مي360

x t x t x t + + =  + =  + =2 2 140 360 2 2 220 110  
x tˆ ˆM M
+

= =  =
110 55

2 2
  محاطي 

  

 دشوار -30




ÂŠId¶

ÂŠId¶

Ì°†¯HÁpH¼T¶

AD
N̂

ˆ ˆM N
ˆ ˆM IAD

M̂

ˆ ˆDIAN N I

üü ïï ïï ïï= ïï ïïï ï =ý ïïï  =ýïï ï= ï ïï ïïþ ïïïï = ïþ

2

2
  

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ˆ ˆDMI :M I DM DI
D

= ¾¾¾¾¾ = 

 

 



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 6

  
  
  
  

  1بخش                    
 

 آسان  »3«گزينة   - 1
  دو حالت وجود دارد:

  .خارج دايره باشد Aحالت اول: نقطه 
AM AO R

AO , R
AN AO R

ü= - = ïï  = =ýï= + = ïþ

3
5 2

7
  

S R=p = p2 4  

  
  .داخل دايره باشد Aحالت دوم: نقطه 

AM R OA
, R , AO

AN R OA

ü= - = ïï = =ýï= + = ïþ

3
5 2

7
  

S R=p = p2 25  

  
 آسان  »2«گزينة   - 2

تـا مركـز برابـر     Lصورت فاصله خـط   بر دايره مماس باشد، در اين Lاگر خط 
  شعاع دايره است.

OH R m m m=  - =  =  =3 4 11 3 15 5  

  
 وسطمت  »4«گزينة   - 3

Rapن كمان درجه باشد، طول آ aاگر اندازه زاويه كماني 
180

  است. 

 | AC | | AC | /
´p´

=  = p
72 12 4 8

180
  
   AC BC BC BC+ =  + =  =180 72 180 108  
| BC | /

p´
= = p
108 12 7 2

180
  
 | AC | | BC | / / /- = p- p= p7 2 4 8 2 4  

  

 دشوار  »2«گزينة   - 4
  است. Raراديان باشد طول آن كمان  aيه مركزي كماني اگر اندازه زاو

 | AB | | A B | R R R R
p p¢ ¢ ¢ ¢=  a =a  ´ = ´
6 4

  

R R¢ =
3
2

  

S S R R R R
¸p¢ ¢ ¢ ¢- = p  p -p = p ¾¾¾ - =2 2 2 2920 20 20

4
  

R R R¢ ¢ ¢ =  =  =2 25 20 16 4
4

  

R R R¢= = ´  =
3 3 4 6
2 2

  

R R¢+ =10  

  
 آسان  »2«گزينة   - 5

  اول: وشر
| AB | R Rad=a  =a´  a =

55 4
4

  

  | A B | R | A B | | A B |¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢=a  = ´  =
5 12 15
4

  

 
  دوم: روش





| A B | R | A B |
| A B |

R| AB |

¢ ¢ ¢ ¢ ¢a ¢ ¢=  =  =
a

12 15
5 4

  

 دشوار  »3«گزينة   - 6
Rقطـر اسـت كـه     ADدر اين دايره  R=  =2 8 ABو چـون   4 R= 

|پس  ،است AB |= 60 .است  
O  را بهB كنيم  وصل مي)Ô AB= = 1 نيمسـاز   OCو چـون   )مركزي 60

ˆاست پس  Cزاويه  ˆDCO BCO= =a.  

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

ˆ ˆAOC :OC OD R OCD D

ˆ ˆOCB :OC OB R OCB B

D

D

üïïï= = ¾¾¾¾¾ = =aïýïïï= = ¾¾¾¾¾ = =a ïþ

  

ˆ ˆO O = =2 3 60  
 R
| CD |

ap ´p´
= = = p

60 4 4
180 180 3

  

  



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 7

 آسان  »4«گزينة   - 7
 Ô AB AB=  = 40 مركزي  
  AD AD

Ĉ AD=  =  = 75 150
2 2

  محاطي 

  BC BC
D̂ x BC x=  =  = 2

2 2
  محاطي 

   AB BC CD DA x+ + + =  + + + =360 40 2 68 150 360  
x x =  = 2 102 51  

  
 متوسط  »4«گزينة   - 8

  AC AC
B̂ AC=  =  =50 100

2 2
  محاطي 

Ô AC= = 100 مركزي  

tHn ¾M ®MI£T¶

ˆ ˆ ˆ ˆA O M M

ˆ ˆM M

+ + =  + + =

 = ¾¾¾¾¾ =

1 1

1 2

180 20 100 180

60 60
  

   
ˆ ˆˆ ˆM B C C

Ĉ

+ + =  + + =

 =

2 180 60 50 180
70

  

 دشوار  »1«گزينة   - 9
A  را بهO كنيم وصل مي.  

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

ˆ ˆOAB :OA OB A B

ˆ ˆOAC :OA OC A C

D

D

üïïï= ¾¾¾¾¾ = = ïýïïï= ¾¾¾¾¾ = = ïþ

1

2

40

20
  

ˆ ˆ ˆA A A = + = 1 2 60  
  BC BC

Â BC=  =  = 60 120
2 2

  محاطي 

  R
| BC | | BC |

ap p´
= =  = p

120 12 8
180 180

  

  

 آسان  »1«گزينة   - 10
  AF AF

Â AF=  =  =56 112
2 2

  ظلي 

   EF AF AE AE AE + =  + =  =180 112 180   قطر 68

  

 دشوار  »4«گزينة   - 11
AB R AB=  = 60  
  AC AC

D̂ AC=  a=  = a2
2 2

  محاطي 

 AB || BC AC BD = = a2  
   DC DCˆxCD DC DCb= a=  b=  = b ¾¾¾ = a22 4
2 2

  ظلي 

   AB BD DC CA+ + + =  + a+ a+ a =360 60 2 4 2 360  
/ a=  a = 8 300 37 5  

   BD ( / )= a = = 2 2 37 5 75  
  

  

 دشوار  »3«زينة گ  -12
 

 
  AB || DE AD BE
AD BE CF x

BC || EF BE CF

üï = ïï  = = =ýïï = ïþ
  

     AB BE EF FC CD DA+ + + + + = 360  
x x x x + + + + + =  + =60 80 100 360 3 240 360  

x x =  =3 120 40  
   CDB CD DA ABˆBCT

+ + + +
= = = =

100 40 60 200
2 2 2 2

  ظلي

ˆBCT =100  

  

 آسان         »2«گزينة    - 13
  BD BDˆBAD BD=  =  = 40 80
2 2

  محاطي 

   AB BD AD AD AD + =  + =  = 180 80 180   قطر 100
AD

Ĉ x x=  =  =
100 50

2 2
  محاطي 

 
  



   
   

 

 فصل اول–پاسخنامه هندسه يازدهم 8

 متوسط         » 2«گزينة    - 14
   AB BC AC AC AC + =  + =  =180 60 180   قطر 120

   AC AD AD AD=  =  = 
3 3120 80
2 2

  

انـد، بنـابراين    قطع كرده Mهمديگر را داخل دايره در نقطه  CDو  ABدو وتر 
  داريم:

 AD BCˆ ˆAMD AMD

x x

+ +
= =  =

 = -  =

80 60 70
2 2

180 70 110
  

  
  آسان         »1«گزينة    - 15

BCروش اول: اگر فرض كنيم  y=  وDE x= است:  
 BC DE y x

Ô y x
+ +

=  =  + =71 142
2 2

  

 BC DE y x
Â y x

- -
=  =  - =27 54

2 2
  

y x
y ,x

y x

ì + =ïï  = =íï - =ïî

142
98 44

54
  

  
روش دوم: در اين مـدل سـوالات همـواره     ˆ ˆBC O A= و  + ˆ ˆDE O A= - 

  پس داريم: ،است

BC= + =71 27 98  

 متوسط         »1«گزينة    - 16
  AT AT

B̂ AT=  =  =35 70
2 2

  محاطي 

  TB TB
Â TB=  =  =65 130

2 2
  محاطي 

   TD TB BD BD BD + =  + =  =180 130 180   قطر 50
 AT BDˆ ˆ ˆC C C

+ +
=  =  = 

70 50 60
2 2

  

  

 متوسط        »3«گزينة    - 17
DEچون  R= = =DEاست پس  3 60.  

O  را بهD كنيم وصل مي.  
¸Ã¤Iv²H Á»IvT¶ ˆ ˆODC :OD OC R C D

D
= = ¾¾¾¾¾ = = 70  

ˆ ˆ ˆ ˆˆO C D O O+ + =  + + =  =1 1 1180 70 70 180 40  

                 Áq¨o¶ Ô
DC¾¾¾¾ =1 40  

  EDC ED DC= + = + =60 40 100  
 
  

  

 دشوار        » 4«گزينة    -18
 AB || EF AE BF = = 15  

     AB BF FD DC EC AE+ + + + + = 360  
x y x y + + + + + =  + + =15 100 80 15 360 210 360  
x y + =150  
 BE DC x y

M̂ x y x y
- + -

=  =  - + =  - =
1520 15 40 25

2 2
  

x y
x / , y /

x y

ì + =ïï  = =íï - =ïî

150
87 5 62 5

25
  

  DC CE EA /ˆABD
+ + + +

= a=
62 5 80 15

2 2
  محاطي 

/a= 78 75  

  
 متوسط  »2«گزينة   - 19

  FD FD
B̂ FD=  =  = 35 70

2 2
  محاطي 

  FE FE
Ĉ FE=  =  =55 110

2 2
  محاطي 

  DE DF FE= + = + =70 110 180  
  BC BC

F̂ x BC x=  =  = 2
2 2

  

  اند. خارج دايره قطع كرده Aهمديگر را در نقطه  ECو  BDدو وتر 
 DE BC x

Â y y x y x
- -

=  =  = -  + =
180 2 90 90

2 2
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 متوسط        »2«گزينة    - 20
  BC CD DE y= = =  

  BE BE
D̂ x BE x=  =  = 2

2 2
  محاطي 

   BE ED CD CB y y y x y x+ + + =  + + + =  + =360 2 360 3 2 360  

 CD BE y x
Â y x

- -
=  =  - =

230 2 60
2 2

  

y x
y ,x /

y x

ì + =ïï  = =íï - =ïî

3 2 360
105 22 5

2 60
  

  

 آسان  »1«گزينة   -21
  BD DC CB x x x+ + =  + + =360 4 3 360  

x x =  = 8 360 45  

 BD BC x x xˆ ˆA ( ) A /
- -

= = = =  =
4 3 3 45 67 5

2 2 2 2
  

  

 آسان  »2«گزينة  - 22
 BMC CNB x x x x+ =  + =  =  =360 7 3 360 10 360 36  

 BMC BNC x x
Â x ( ) A

- -
= = = =  = 

7 3 2 2 36 72
2 2

  

  
  

  

 متوسط         »3«گزينة  - 23
ˆدر اين شكل رابطه  ˆ ˆA M N+ + =2   )28برقرار است (اثبات تمرين  180

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA M N A A A+ + =  + + =  =  = 2 180 2 40 36 180 2 104 52  

  

 متوسط         »4«گزينة  - 24
ˆ، ثابت كرديم 28با توجه به تمرين  ˆ ˆA M N+ + = 2   است پس داريم: 180

ˆ ˆ ˆA M N x x x x x+ + =  + + =  =  =2 180 6 2 180 9 180 20  

  

 دشوار         »3«گزينة    - 25
 CDE EC y z t x

Â y z t x
- + + -

=  =  + + - =80 160
2 2

  

y z t x
x

y z t x

ì + + - =ïï  = íï + + + =ïî

160
100

360
  

  y x t zDCF DF y x t z
B̂ z

y x t z

+ + - =- + + -
= =   = 

+ + + =

üïï ýïïþ

100
50 130

3602 2
  

CD R CD ,y=  =  = 60 60  

x y z t t t+ + + =  + + + =  =360 100 60 130 360 70  

tˆ ˆD D= =  = 
70 35

2 2
  محاطي 
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 متوسط         » 3«گزينة    - 26
  روش اول:

 PMQ PQ t z y x
B̂

- + + -
=  =60

2 2
  

t z y x
t z y x x

t z y x

ì + + - =ïï + + - =  =íï + + + =ïî

120
120 120

360
  

x z z
Ĉ z z

+ +
=  =  = +  =

120115 230 120 110
2 2

  

 MPN MN t x y z t x y z z
Â

- + + - + + + -
= = =

360
2

2 2 2



  

Â
-

= =  = 
360 220 140 70

2 2
  

 
  روش دوم:

   
  اي رسم شود داريم: دو مماس بر دايره Aنكته: اگر از نقطه 

BMC= -a180  
BNC= +a180  

  م:با توجه به نكته فوق داري
ˆx̂ B x= - = -  =180 180 60 120  

x z z
Ĉ z z

+ +
=  =  = +  =

120115 230 120 110
2 2

  
ˆ ˆ ˆẑ A A A= -  = -  = 180 110 180 70  

  روش سوم:

  نكته: در شكل مقابل داريم:
ˆ ˆM N

P̂
+

= 4
2

  

  

  
x x+ =  =115 180 65  
ˆ ˆˆA B A ˆ ˆx A A
+ +

=  =  = +  = 
6065 130 60 70

2 2
  

 دشوار         »1«گزينة  - 27
  كنيم وصل مي Bبه  Oروش اول: از 

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ Áq¨o¶ˆ ˆ ˆOBA :OB BA A O BE O
D

= ¾¾¾¾ = =a ¾¾¾ = =a1 1  
ˆCOD CD= =   مركزي 60

انـد، پـس    قطـع كـرده   Aهمديگر را خارج دايـره در نقطـه    DEو  CBدو وتر 
  داريم:

 CD BE
Â

- -a
= a =  a= -a a = a=

60 2 60 3 60 20
2 2

  

Â]nIi ˆ ˆˆ ˆOBA : B O A B
D

= + =a+a  = a =1 1 1 2 40  
¸Ã¤Iv²H Á»IvT¶ ˆ ˆOBC :OB OC R C B

D
= = ¾¾¾¾¾ = =1 40  

  
ABروش دوم: در شكل مقابل هرگاه  R=  باشدˆ ˆO A= 3.  

a =  a =3 60 20  

Â]nIi ˆ ˆOCA : C C ( )
D

a = +a  = a = = 3 2 2 20 40  

 

 متوسط         »2«گزينة  -28
  روش اول:

 CD || AB AC BD = = a2  
BDˆ ˆ ˆA A A

a
=  = =  =a

2
2 2

  محاطي 
ˆ ˆO AC O=  = a2 مركزي  

Â]nIi ˆ ˆˆAOE : CEA A O
D

= +  =a+ a  a =  a=60 2 3 60 20  
   AC CD DB CD+ + =  a+ + a =180 2 2 180  
 CD ( ) CD = - a = -  =180 4 180 4 20 100  

  
  روش دوم:
CDنكته: اگر  || AB  باشد وAB داريم: ،باشد قطر دايره  

CD= - a
4180
3

  

aكه  با توجه به نكته فوق و اين = 60 :داريم  

  CD= - ´ = - = 
4180 60 180 80 100
3
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 متوسط          »2«گزينة  -29
  روش اول:

 CD || AB AC BD = =a  
  AC CD DB+ + = a+ +a =  a = a = 180 80 180 2 100 50  

BDˆ ˆA A= =  = 
50 25

2 2
  محاطي 

ˆ ˆO AC O=  =   مركزي 50

Â]nIi ˆ ˆˆ ˆAOE : x A O x
D

= + = +  = 25 50 75  

  
  روش دوم:

CDنكته: اگر  || AB باشد و AB باشد، داريم: قطر دايرهCD x= -
4180
3

  

=CDكه  با توجه به نكته فوق و اين 80 :داريم  

x x= - =  = 
480 180 100 75
3

  

  

 دشوار         »  1«گزينة  -30
  پس داريم: ،اند درون دايره قطع كرده Fهمديگر را در نقطه  BEو  DCدو وتر 

     BD EC BD EC
F̂ BD EC

+ +
=  =  + =75 150

2 2
  

  بر دايره رسم شده است پس: ACو  ABدو مماس  Aاز نقطه 
 ˆBC A BC= - = -  =180 180 70 110  
   BC EC DB DE x x+ + + =  + + =  =

150
360 110 150 360 100  

  
 متوسط         » 1«گزينة  - 31

  پس داريم: ،بر دايره رسم شده است ACو  ABدو مماس  Aاز نقطه 
 ˆBC A= - = - =180 180 70 110  
     BC CE ED DB CE DB+ + + =  + + + =360 110 50 360  

 CE DB + = 200  
 DB EC+

a = =  a= 
200 100

2 2
  

  

  

 آسان         »4«گزينة  - 32
كنـد يعنـي    اگر از مركز يك دايره به يك وتر عمود كنيم، آن وتر را نصـف مـي  

AH HB x= =.  

  

OAH :OA OH AH x x
D

= +  = +  = +2 2 2 2 2 2 225 7 625 49  

x x AB x ( ) AB =  =  = =  =2 576 24 2 2 24 48  

 آسان         »2«گزينة  - 33
كند،  خط وتر را نصف مي از مركز يك دايره به يك وتر، عمود كنيم، آن پارهاگر 
AHپس  HB= =12.  

OAH :OA OH AH R

R S R S

D
= +  = + = +

=  =  =p  = p

2 2 2 2 2 2

2
5 12 25 144

169 13 169
  

 

 متوسط         »3«گزينة  - 34
خط وتر را نصف  دانيم اگر از مركز يك دايره بر يك وتر عمود كنيم، آن پاره مي
AHپس  ،كند مي HB=.  

OAH :OA AH OH AH H
D

= +  = +  =2 2 2 2 2289 64 225  
AH =15  

AB AH= =2 30  

 متوسط         »3«گزينة  - 35
  داريم: ،باشد Rتر  و شعاع دايره بزرگ rتر  اگر شعاع دايره كوچك

S R r (R r ) R r=p -p  p=p -  - =2 2 2 2 2 236   رنگي 36

OAH :OA AH OH R AH r R r AH
D

= +  = +  - =2 2 2 2 2 2 2 2 2  
AH AH =  =2 36 6  

خط وتـر را نصـف    اي به يك وتر عمود كنيم، آن پاره دانيم اگر از مركز دايره مي
  .كند مي

         AB AH ( )= = =2 2 6 12  
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 دشوار         » 4«گزينة  - 36
گذرد، وتري است كه به قطر عبوري از نقطه  مي Aترين وتري كه از نقطه  كوتاه

Aكند ر يك وتر باشد، آن را نصف ميدانيم اگر قطري عمود ب عمود است و مي، 
MAپس  AN=.  

  

OAM :OM OA AM AM AM

AM MN AM

D
= +  = +  =

 =  = =

2 2 2 2 2100 36 64
8 2 16

  

 دشوار         »2«گزينة  - 37
DACˆاگر فرض كنيم  x=  با توجه به صورت مسئلهˆDBC x= 2  

  DC DCˆDBC x DC x=  =  =2 4
2 2

  محاطي 

   DC DB x DB
Â x DB x

- -
=  =  =

4 2
2 2

  

   BDC BD CD x x BDC x= +  +  =2 4 6  
O  را بهB كنيم وصل مي. ˆCOB BDC x= =   مركزي 6

دانيم اگر از مركز يك دايره به يك وتر عمود كنيم آن وتر و كمان نظيـر آن   مي

xˆCOHكند پس  را نصف مي x= =
6 3
2

.  
ˆCOH x
ˆ xDAC

= =
3 3  

  
 آسان         »4«گزينة  - 38

شـود   مي دانيم اگر از مركز يك دايره به يك وتر عمود كنيم، آن وتر نصف مـي 

ABپس 
BH HA= = = 3

2
  كنيم وصل مي Bبه  Oاز 

OBH :OB OH BH R R
D

= + = + =  =  =2 2 2 21 9 10 10 10  

  
  

 متوسط         »4«گزينة  -39
دانيم اگر از وسط كمان به وسط يك وتر وصل كنيم و امتداد دهيم اين خـط   مي

پس  ،ره است و به آن وتر عمود استقطر داي AC BC= =a.  

DC  قطر است و چونAB= a2 :است پس  

   AB R AB AC BC=  =  = =60 30  

   DC DA AC DA DA + =  + =  =180 30 180   قطر 150

  

  دشوار         »1«گزينة  - 40

 
AB

BH m

CD
DH m

OD OB R

= = +

¢= = -

= =

3
2

3
2

  

OBH :OB R OH BH
OH BH DH OH

ODH :OD R DH OH

= = +
¢ ¢ + = +

¢ ¢ ¢= = +

2 2 2 2
2 2 2 2

2 2 2 2




  

(m ) (m ) m m m m + + - +  + + + = - + +2 2 2 23 3 16 6 9 4 6 9 16  

m m =  =12 12 1  

R (m ) R= + +  = + =23 4 16 4 2 5  
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  2بخش                                   
 

 آسان    - 1
   90ب)   متقاطع  آ)

  ت) مماس داخل  پ) شعاع دو دايره برابر

  RR¢2ج)   يا موازي ث) همرس

 آسان    - 2
  نادرست  آ)

  ب) نادرست
  پ) درست
  ت) نادرست
 ث) درست

 متوسط    - 3
 Aآوريم و آن را  خط را به دست مي ، وسط اين پارهOMبه كمك عمودمنصف 

كنيم تا دايره مفـروض را در   دايره رسم مي OAو شعاع  Aناميم و به مركز  مي

خـط   كنيم اين دو پاره وصل مي ¢Tو  Tرا به  Mو قطع كند  ¢Tو  Tدو نقطه 

  بر دايره هستند. Mهاي رسم شده از  مماس

  

 آسان    - 4
 ،دانيم شعاع وارد بر خط مماس، در نقطه تماس به خط ممـاس عمـود اسـت    مي

ˆپس  ˆT T¢= = 90.  

Í±† ¦Ä » oU»(oU») ¥oTz¶OM OM
OTM OT M

OT OT R

DDü= ïï ¢¾¾¾¾¾ @ýï¢= = ïþ
  

³.H
TM T M

ˆ ˆM M

ˆ ˆO O

ì ¢=ïïïïï¾¾ =íïïï =ïïî

1 2

1 2

  

  

 دشوار    - 5
 OMبـا هـم برابـر اسـت و     بر دايره  Mمماس رسم شده از دانيم طول دو  مي

  است. Mو  Oهاي  نيمساز زاويه

ƒpƒ ³.H
¥oTz¶

tIμ¶

MH MH
TH T H

ˆ ˆM M MTH MT H
ˆ ˆH H

MT MT

DD
ü= ïï ì ¢=ïï ïï ¢= ¾¾¾ @ ¾¾ý íï ï = =ï ïî¢ ï= ïþ

1 2
1 2 90

  

  است. ¢TTعمودمنصف  MOيعني 

  

pp ³.H¥oTz¶ ˆ ˆO O TM OM OT
OTM OTH

ˆ TH OT OHT H

D Düï= ïï ¾¾ ¾¾ = =ýï= = ïïþ
1 1

90
  

OT R OM R
R OH OM

R OH
=¾¾¾¾ =  = ⋅2  

 اردشو    - 6
  آ)

)1(  ˆ ˆˆ ˆOTH :O T O T
D

+ =  = -1 1 1 190 90  
دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت      مي

  پس داريم:
)2 (ˆ ˆ ˆ ˆ ˆT T T T T=  + =  = -1 2 2 190 90 90  

  ) داريم:2) و (1از رابطه (
ˆ ˆO T=1 2  

pp ³.Hˆ ˆO T TH OT OH
OTH THM

ˆ ˆ HM TM THH H

D Düï= ïï ¾¾ ¾¾ = =ýï= = ïïþ

1 2

1 2 90
  

)3 (TH OH HM = ⋅2  

THاسـت پـس    ¢TTعمودمنصـف   OMدانيم  مي TT¢=
1
2

اسـت كـه در    

  دهيم. ) قرار مي3رابطه (

( TT ) OH OM TT OH HM¢ ¢= ⋅  = ⋅2 21 4
2

  

  
  ب) 

pp ³.Hˆ ˆO O TH OT OH
OTH OTM

ˆ ˆ MT OM OTT H

D Düï= ïï ¾¾ ¾¾ = =ýï= = ïïþ

1 1
90

  

  

THدانيم  مي TT¢=
1
2

  است پس داريم: 

TT OM R MT TT OM R MT¢ ¢⋅ = ⋅  ⋅ = ⋅
1 2
2

  

OT R
TH OM R MT

=¾¾¾¾ ⋅ = ⋅
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 آسان    - 7
توان رسم كرد كـه طـول    مماس بر دايره مي 2دانيم از هر نقطه خارج دايره،  مي

  ها با هم برابرند. اين مماس

½oÄHj
½oÄHj
½oÄHj
½oÄHj

C :MT MT

C :MT MT

MT MT MT MT MTC :MT MT

C :MT MT

ü= ïïïï= ïïï  = = = = == ýïïï= ïïïïþ





1 1
2 2

1 2 3 43 3
4 4

 

  

  

 متوسط    - 8
دانيم شعاع وارد بر خـط ممـاس در    كنيم، مي وصل مي Mو  ¢Tبه  Oاز نقطه 

ˆپس  ،ط مماس عمود استنقطه تماس به خ ˆT T¢= = 90.  

OT M :OM OT MT ( ) ( )
D
¢ ¢ ¢= + = + = + =2 2 2 2 23 3 5 3 27 75 102  

OM = 102  

OTM :OM OT TM

TM

TM

D
= +

 = +

 =

2 2 2

2

2
102 3

99

  

                  TM = 3 11  

 آسان    - 9

ÌI‰¤ R ( )
AB S

ap p
= = = p

2 260 4 8
360 360 3

  

OAB
S OA OBsinD = ⋅ = ´ ´ ´ =

1 1 360 4 4 4 3
2 2 2

  

(Â«ºn) ¾•‰¤ ÌI‰¤ 
OAB

S S S D= - = p-
8 4 3
3

 

  

 
 
  

 دشوار     - 10
توان رسم كرد كـه طـول    دانيم از هر نقطه خارج دايره دو مماس بر دايره مي مي

 :پس ؛ها با هم برابر هستند اين مماس

)1(  BN BR x= =  

BC BR RC x RC RC x= +  = +  = -5 5  

CS CR x= = -5  
DC DS SC DS x DS x= +  = + -  = +12 5 7  

)2( DS DN x= = +7  

ABD :DB DA AB DB
D

= + = + =  =2 2 2 2 25 12 169 13  
( ) , ( )

DB DN BN x x x= + ¾¾¾¾ = + +  =2 1 13 7 2 6  

x BN =  =3 3  
=DMبه همين ترتيب  3  

MN DB (DM BN) ( ) MN= - + = - +  =13 3 3 7  

  

 متوسط    - 11
C  را بهB  وA  را بهD كنيم. وصل مي  


pp(ÂŠId¶)

tHn ¾M ®MI£T¶

BDˆ ˆA C
MAD MCB

ˆ ˆM M

D D
üïïï= = ï ¾¾ýïïï= ïþ



1 2

2  

³.H MD MA
MA MB MC MD

MB MC
¾¾ =  ⋅ = ⋅  

  

 متوسط    -12
A   را بهD  وB  را بهC كنيم. وصل مي  


ppÂŠId¶

¥oTz¶

ACˆ ˆB D
MAD MBC

ˆM M

D D
üïïï= = ï ¾¾ýïïï= ïþ

2   

³.H MA MD
MA MB MC MD

MC MB
¾¾ =  ⋅ = ⋅  
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 متوسط   - 13
MC DM

DM DM MC
DC MC MD

ü= ïï =  =  =ýï=  + = ïþ

2
3 9 3 6

9 9
  

MAاگر  x=  باشدMB x=   :است، پس داريم 11-
MA MB MC MD x( x) x x⋅ = ⋅  - = ´  - + =211 6 3 11 18 0  

x MA ,MB
(x )(x )

x MA ,MB

ì =  = =ïï - - =  íï =  = =ïî

2 2 9
2 9 0

9 9 2
  

2را به نسبت  AB، وتر DCپس وتر 
9

9يا  
2

  كند. تقسيم مي 

  
 آسان   - 14

  )آ

MA MA MB MB ( x) x x¸¢ ¢⋅ = ⋅  ´ = + ¾¾ = +  =86 16 8 8 12 8 4  

  
MA  ب) MA MB MB x( x)¢ ¢⋅ = ⋅  + = ´32 10 32  

¡¡—x
x x (x )(x )

x

ì =-ïï + - =  + - = íï =ïî

2 40
32 320 0 40 8 0

8
  

  
 ردشوا   - 15

دهيم و بايد  يك دايره عبور مي Cو  Bو  Aاز سه نقطه غير واقع بر خط راست 
  گذرد. هم مي Dثابت كنيم. دايره از نقطه 

(يا امتداد آن را) در  CDخط  عبور نكند، پاره Dبرهان خلف: اگر دايره از نقطه 
D¢ كند كه  قطع ميMD MD¢¹   

درون دايـره قطـع    Mهمـديگر را در نقطـه    ¢CDو  ABحال چـون دو وتـر   
  اند، داريم: كرده

MAتناقض  MB MC MD
MD MD

MA MB MC MD

ü¢⋅ = ⋅ ïï ¢ =ýï⋅ = ⋅ ïþ
  

  كند. عبور مي Dاز نقطه  پس فرض خلف باطل و دايره حتما

 
  

 دشوار   - 16
  باشد. rتر  و شعاع دايره كوچك Rتر  فرض كنيم شعاع دايره بزرگ

OM OA AM OM R= -  = -18  
OB R=  
ON OD DN ON R= -  = -12  

ONبه علت تقارن  ON R¢= = -12  
داخـل دايـره    Oتر، همديگر را در نقطـه   از دايره كوچك ¢NNو  MBدو وتر 

  اند، بنابراين داريم: قطع كرده

  
MO OB ON ON (R )R (R )¢⋅ = ⋅  - = - 218 12  
R R R R R R - = - +  =  =2 218 24 144 6 144 24  
MB MO OB R Rr R ( ) r+ = = = - + = - = - = =2 18 2 18 2 24 18 30 15  

 متوسط   - 17




ÂŠId¶

Â±Ë

AT
B̂

ˆ ˆB T
AT

T

üïïï= ïïï  =ýïïï= ïïïþ

1

1

2

2

MT MA MB=   : حكم2⋅

pp ³.H¯IM RILYH
¥oTz¶

ˆ ˆB T MT MB
BMT AMT

ˆ ˆ MA MTM M

D Düï= ïï¾¾ ¾¾ =ýï= ïïþ
1  

                         MT MA MB = ⋅2  

  
 متوسط   -18

MA آ)  MB MC MD (x )x ( ) x x⋅ = ⋅  - =  - =22 4 12 2 48  

¡¡—
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï - - =  - + = íï =-ïî

2 8
2 48 0 8 6 0

6
  

  
AN ب) NB CN ND x x⋅ = ⋅  = ´  =4 2 10 5  

x
MT MA MB y(y x) y y

== ⋅  = + + ¾¾¾ = +52 236 4 36 9  
¡¡—y

y y (y )(y )
y

ì =-ïï + - =  + - =  íï =ïî

2 12
9 36 0 12 3 0

3
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 آسان    - 19
PA PB PC ( ) x( x) x x= ⋅  = +  = +2 2 28 5 32 320 32  

x
x x (x )(x )

x

ì =-ïï + - =  + - =  íï =ïî

2 40
32 320 0 40 8 0

8
  

                PB x= = 8  
       PC x= + =32 40 

  

 متوسط   - 20
P  را بهO دهيم تا دايره را در دو نقطه  كنيم و امتداد مي (مركز دايره) وصل مي

M  وN  ،قطع كندPM= =PNو  4 + =16 4 PAاست و اگـر   20 x= 
  است. AB=11باشد 

  اند، بنابراين داريم: خارج دايره قطع كرده Pهمديگر را در نقطه  MNو  ABدو وتر 

  
PA PB PM N⋅ = ⋅  
x( x ) x x+ = ´  + - =22 11 4 20 2 11 80 0  

xb
x x

x
>-  D - +

D= + =  = ¾¾¾ =0 11 761121 640 761 2 4   

 متوسط    -21
BD BE BA BD BD= ⋅  = ´ =  =2 2 1 9 9 3  
DC FC CA DC DC= ´  = ´ =  =2 2 8 18 144 12  
BC BD DC= + = + =3 12 15  

  
AB AC BC= + + = + + =9 18 15   محيط مثلث 42

 متوسط   - 22
ABبا فرض  BC CD x= =   داريم: =

EC CF BC CD x x x x⋅ = ⋅  ´ = ´  =  =22 8 16 4  

AT AB AD AT x x AT x ( )= ⋅  = ´  = = =2 2 2 2 23 3 3 4 48  

AT = 4 3  

  

 دشوار - 23
  تر داريم: در دايره بزرگ

AT AB AC AT ( ) AT= ⋅  = ´ + =  =2 2 2 2 6 16 4  
AO¢ تـر را در   دهيم تـا دايـره كوچـك    اد ميرا امتدN     قطـع كنـد، در دايـره
  تر داريم: كوچك

         
AT AM AN

( R)( R)

R

= ⋅
 = - +

 = -

2

2
16 5 5

16 25

  

           R R =  =2 9 3  

 دشوار - 24
Rفرض كنيم  R¢>  باشد، به مركزO  و شعاع(R R يك دايره به نـام   -¢(

C¢¢ نيم و از ك رسم ميO¢   بر دايـرهC¢¢   ممـاسO H¢   كنـيم،   را رسـم مـي
قطع كنـد.   Tرا در  Cدهيم تا دايره  وصل كرده و امتداد مي Hرا به  Oپس س

خط  قطع كند، پاره ¢Tرا در  ¢Cكنيم تا دايره  رسم مي OTهم موازي  ¢Oاز 
TT¢ .جواب مسئله است  

  
دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت      مي

TTپس چهارضلعي  O H¢ TTمستطيل است. پس  ¢ O H¢ ¢=  

OHO :OO OH HO OO (R R ) TT
D

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= +  = - +2 2 2 2 2 2  

TT OO (R R ) TT OO (R R )¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ = - -  = - -2 2 2 2 2  

 دشوار   - 25
Rو شعاع  Oبه مركز  R¢+  دايرهC¢¢  كنـيم و از   را رسـم مـيO¢   ممـاس
O E¢  را بر دايرهC¢¢ كنيم سپس از  وصل ميO  بهE كنيم تا دايـره   وصل مي

C  را درT  قطع كند و ازO¢  موازيOE كنـيم تـا دايـره     رسم ميC¢  را در
T¢ خط  رهقطع كند، پاTT¢ .جواب مسئله است  

  
دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت      مي

ˆپـس   ˆ ˆE T T¢= = = 90  اســت بنــابراين چهارضــلعيEO T T¢ مســتطيل  ¢
TTاست پس  EO¢ ¢=  

OEO :OO OE EO OO (R R ) TT
D

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= +  = + +2 2 2 2 2  

TT OO (R R ) TT OO (R R )¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ = - +  = - +2 2 2 2 2  
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 آسان   - 26
OOدانيم در دو دايره مماس خارج  مي R R¢ ¢= +  

TT OO (R R ) TT (R R ) (R R )¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - -  = + - -2 2 2  

R RR R R RR R¢ ¢ ¢ ¢= + + - + -2 2 2 22 2  

TT RR TT RR¢ ¢ ¢ ¢ =  =4 2  

  

 آسان - 27
O  وO¢  را بهB كنيم. وصل مي  

ƒƒƒ ³.H

¥oTz¶

OA OB R
ˆ ˆO A O B R OAB O AB O O

OO OO

DD
ü= = ïïïï¢ ¢ ¢ ¢= = ¾¾¾¾ @ ¾¾ =ýïï¢ ¢ï= ïþ

1 2  

  

ƒpƒ¯IM RILYH
¥oTz¶

OA OB R

ˆ ˆO O OAH OBH

OH OH

D D
ü= = ïïïï= ¾¾¾ @ýïïï= ïþ

1 2  

OO¢  عمودمنصفAB ³است.H AH BH

ˆ ˆH H

ì =ïï¾¾ íï = =ïî 1 2 90
  

خـط از دو سـر آن بـه     دانيم هر نقطه روي عمودمنصف يك پاره روش دوم: مي

  .يك فاصله است و برعكس
œ~¹¶j¼μ– ¾Ã…¤ u§–

œ~¹¶j¼μ– ¾Ã…¤ u§–
œ~¹¶j¼μ– Á»n

œ~¹¶j¼μ– Á»n

OA OB R AB O

O A O B R AB O

üï= = ¾¾¾¾¾¾¾ ïïýïï¢ ¢ ¢ ¢= = ¾¾¾¾¾¾¾ ïþ

  

œ~¹¶j¼μ–AB OO¢  

 متوسط -28
ــي را   ¢EEطــول ممــاس مشــترك داخل = و طــول ممــاس خــارجي را  15

TT¢ = 3 R)كنيم  فرض مي 7 R )¢>.  

EE OO (R R ) (R R )¢ ¢ ¢ ¢= - +  = - +2 2 215 64  

)1(  (R R ) (R R ) R R¢ ¢ ¢ = - +  + =  + =2 215 64 49 7  

TT OO (R R ) (R R )¢ ¢ ¢ ¢= - -  = - -2 2 2 23 7 64  

)2 ((R R ) (R R ) R R¢ ¢ ¢ = - -  - =  - =2 263 64 1 1  

R R
R ,R

R R

ì ¢+ =ïï ¢ = =íï ¢- =ïî

7 4 3
1

  

 متوسط   -29
Rبا فرض  R¢> :داريم  

)1(  OO R R R R¢ ¢ ¢= -  = -2  
S R R (R R )¢ ¢= p -p  p=p -2 2 2   رنگي 216

)2 ((R R )(R R ) R R¢ ¢ ¢ = - +  + =
2

16 8  

  ) داريم:2) و (1از رابطه (

R R
R , R

R R

ì ¢- =ïï ¢ = =íï ¢+ =ïî

2 5 3
8

  

 دشوار -30
همگـي مسـتطيل هسـتند و     ACRSو  PQCBو  MNBAهـاي   چهار ضلعي

ــون  ABچـ BC AC r= = = ــس   2 ــت پـ MNاسـ PQ RS r= = = 2 

  باشد. مي
ˆ ˆA A+ + + =  =1 190 60 90 360 120  

 r r
| MS | r

ap p
= = = p

120 2
180 180 3

  

به همين ترتيب  | NP | | RQ | r= = p
2
3

  

  MN PQ RS | MS | | RQ | | NP |= + + + +   طول نخ +
L MN | MS | L r r = +  = + p3 3 6 2  

  است. r2به ضلع ضلاع الا ، يك مثلث متساويABCمثلث 

ABC
S ( r) rD = =2 23 2 3

4
  

r r
S S S r

ap p
= = = = = p

2 2 2
1 2 3

60 1
360 360 6

  

ABC
S S (S S S ) r rD= - + + = - p2 2

1 2 3
13
2

  رنگي 

Â«ºnS r ( )
p

 = -2 3
2
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  2بخش                  

  
  آسان  »3«گزينة   - 1

  اند داريم: همديگر را داخل دايره قطع كرده CDو  ABچون دو وتر 
  

MA MB MC MD

MD MD

⋅ = ⋅

 ´ = ´  =3 4 2 6
  

  CD MC MD= + = + =2 6 8  
  

 آسان  »2«گزينة   - 2
  باشد: Rاگر شعاع دايره 

MO MC OC MC R MC R= +  = +  = -3 6 3 6  

انـد، بنـابراين    ردهخارج دايره قطـع ك ـ  Mهمديگر را در نقطه  ABو  DCدو وتر 

  داريم:

MC MD MA MB ( R)( R)⋅ = ⋅  - + = ´3 6 3 6 5 9  

R R R - =  =  =2 254 45 9 3  

  

 متوسط  »3«گزينة   - 3
P   را بهO تا دايـره را در نقـاط   دهيم  و امتداد ميكنيم  وصل ميC  وD   قطـع

=PCتـا دايـره اسـت كـه      Pكمترين فاصله نقطه  PCكند  و اگـر  اسـت   8

AB x=  باشدPA x=   است. 2+

  اند، داريم: خارج دايره قطع كرده Pهمديگر را در نقطه  DCو  ABچون دو وتر 

PA PB PC PD (x )( x )⋅ = ⋅  + + = ´2 2 2 8 18  
2

x x x x
¸ + - = ¾¾ + - =2 22 6 140 0 3 70 0  

 ¡¡—x
(x )(x )

x

ì =-ïï - + =  íï =ïî

10
7 10 0

7
  

  

 دشوار  »3«گزينة   - 4
AC BC

BC BC ,AC
AB AC BC

ü= ïï  =  = =ýï=  + = ïþ

2
3 9 3 6

9 9
  

گذرد وتري است كه بـر قطـر عبـوري از     مي Cترين وتر دايره كه از نقطه  كوتاه
MCكه در اين صورت  (MN)عمود باشد  Cنقطه  CN x= =  

  اند، داريم: داخل دايره قطع كرده Cهمديگر را در نقطه  MNو  ABچون دو وتر 

MC CN AC CB x

x

⋅ = ⋅  = ´

 =

2 3 6
3 2

  

                     MN x = =2 6 2  

 دشوار  »2«گزينة   - 5
AB AB R=  =60  

P  را بهO دهيم تا دايـره را در نقـاط    كنيم و امتداد مي وصل ميC  وD   قطـع

PDتا دايره است كه  Pترين فاصله نقطه  بيش PDكند  R= 3  

PC PD DC R R PC R= - = -  =3 2  
  اند، پس داريم: خارج دايره قطع كرده Pهمديگر را در نقطه  CDو  ABدو وتر 

PA PB PC PD x(x R) R R x Rx R⋅ = ⋅  + = ´  + - =2 23 3 0  

b ac R ( )( R ) R R RD= - = - - = + =2 2 2 2 2 24 4 1 3 12 13  

 ¡¡—x ( )R
b R R

x
a

x ( )R

ìïï = - -ï- D - ïï= =  íïï = -ïïïî

1 1 1313 2
12 2 13 1
2

   

  

 دشوار  »4«گزينة   - 6
O  را بهM تر  كنيم در دايره كوچك وصل ميˆOMD   محاطي رو به قطر است پـس

M̂= 90  ــزرگ ــره ب ــز داي ــون از مرك ــر   و چ ــه وت ــر ب ــرده CDت ــود ك ــم  عم اي

MC MD=  
| AC | R

p
=a  p=a´  a =  a = 

4 4 60
3 3

  

ACˆ ˆD D= =  = 
60 30

2 2
  محاطي 

MD MDˆOMD : cosD MD
OD

D
=  =  =

3 2 3
2 4

  

MD MC = = 2 3  
  :اند، پس داريم قطع كرده Mتر همديگر را در نقطه  از دايره بزرگ ABو  CDدو وتر 

   
MA MB MC MD

MA MB ( )( )

⋅ = ⋅

 ⋅ = 2 3 2 3
  

                MA MB ⋅ =12  
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 دشوار  »2«گزينة   - 7
 Nو  Mتر را در  دهيم تا دايره بزرگ را از هر دو سمت امتداد مي OPخط  پاره

وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خط مماس عمود دانيم شعاع  قطع كند، مي

Oاست پس  P BC¢ BCاست و چـون   ^ || OA    اسـت پـسOP OA¢ ^ 

هم ميانه و هـم ارتفـاع اسـت پـس ايـن مثلـث        OPA ،OPاست و در مثلث 

OP)متساوي الساقين است  PA)=   و زاويـهˆOPA     محـاطي و رو بـه قطـر

الزاويه ميانه وارد بر وتـر، نصـف    دانيم در مثلث قائم است و مي قائمهاست پس 

=OPوتر است بنابراين  4.  

OPO :OP O P OO OP
D

¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 16 16 32 4 2  

NP ON OP= + = +8 4 2  

PM OM OP= - = -8 4 2  
  داريم: MNو  BCبراي دو وتر 

PB PC PN PM ( )( )´ = ´ = + - = - =8 4 2 8 4 2 64 32 32  

  

 دشوار  »2«گزينة   - 8
AMاگر  x=  وNB y=  باشد، براي دو وترAB  وCD :داريم  

AM MB CM MD x( y)⋅ = ⋅  + = ´7 6 10  
)1(  x xy + =7 60  

  يم:دار EFو  ABبراي دو وتر 

AN NB EN NF (x )y⋅ = ⋅  + = ´7 5 12  
)2 (xy y + =7 60  

  ) داريم:2) و (1از (

x xy y xy x y x y+ = +  =  =7 7 7 7  
  ) داريم:1بنا به رابطه (

x y
x xy x x

=+ = ¾¾¾ + - =27 60 7 60 0  

 ¡¡—x
(x )(x )

x

ì =-ïï + - =  íï =ïî

12
12 5 0

5
  

x
AB AM MN NB x x x AB

== + + = + + = + ¾¾¾ =57 2 7 17  

  

 دشوار  »3«گزينة   - 9
  باشد. rتر  و شعاع دايره كوچك Rتر  ره بزرگفرض كنيم شعاع داي

OM OA AM OM R= -  = -16  

OB R=  

ON OD DN ON R= -  = -10  

ONبه علت تقارن  ON R¢= = -10  

داخـل دايـره    Oتر، همديگر را در نقطـه   از دايره كوچك ¢NNو  MBدو وتر 

  اند، بنابراين داريم: قطع كرده

                
MO OB ON ON

(R )R (R )

¢⋅ = ⋅

 - = - 216 10
  

        R R R R

R R

 - = - +
 =  =

2 216 20 100
4 100 25

  

r MB MO OB R R

R ( ) r

= = + = - +
= - = - =  =
2 16
2 16 2 25 16 34 17

  

 متوسط  »1«گزينة   - 10
  روش اول:

AP PB
AP AP ,PB

AB AP PB

ü= ïï  =  = =ýï=  + = ïþ

2
3 6 2 4

6 6
  

O  را بهP در نقطـه   دهيم تا دايره را كنيم و از هر دو سمت امتداد مي وصل مي

C  وD    قطــع كنــد اگــرOP x=  باشــدDP DO OP x= + = و  5+

PC OC OP x= - =   داريم: CDو  AB، براي دو وتر 5-

AP PB PD PC ( x)( x)´ = ´  ´ = + -2 4 5 5  

x x x = -  =  =2 28 25 17 17  

  روش دوم:

باشـد، و فاصـله    Rبه شعاع اي  در داخل دايره ABروي وتر  Pنكته: اگر نقطه 

xگـاه   باشـد آن  xاز مركز دايره برابـر   Pنقطه  R PA PB= - ´2 اسـت،   2

  بنابراين داريم:

x x= - ´ = - =  =2 25 2 4 25 8 17 17  
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 متوسط  »1«گزينة   - 11
و  Mدهيم تا دايره را در نقاط  كنيم و امتداد مي وصل مي Oرا به  Pروش اول: 

N  قطع كند اگر فرض كنيمPM x=  در اين صورتPN x= اسـت   16+

  داريم: MNو  ABبراي دو وتر 

PA PB PM PN x( x) x x⋅ = ⋅  ´ = +  = + 29 4 16 36 16  

x x (x )(x ) + - =  + - =2 16 36 0 18 2 0  

¡¡—x

x

ì =-ïï íï =ïî

18
2

  

قـرار   Rاي به شعاع  از دايره جو خار ABدر امتداد وتر  Pروش دوم: اگر نقطه 

ــره  Pشــته باشــد، فاصــله نقطــه  دا ــن داي OP)از مركــز اي d)=  از دســتور

d R PA PB= + ´2   يد، بنابراين داريم:آ به دست مي 2

d R AP BP d= + ´ = + ´ =  =2 2 64 9 4 100 10  

  

 دشوار  »2«گزينة   -12
  داريم: CDو  ABبراي دو وتر 

PA PB PC PD PD PD´ = ´  ´ = ´  =2 12 8 3  

 ABدانيم اين عمودها، وترهـاي   كنيم مي عمود مي CDو  ABاز مركز دايره به 

  .كنند را نصف مي CDو 

AB AP PB
BH HA

+ +
= = = = =

2 12 7
2 2 2

  

PH PB BH= - = - =12 7 5  
CD CP PD

CQ QD /
+ +

= = = = =
8 3 5 5

2 2 2
  

PQ CP CQ / /= - = - =8 5 5 2 5  

  پس داريم: ،قطر مستطيل است QPHO ،OPدر مستطيل 

  

          
OP PH PQ= +

= + = =

2 2

25 125 525 5
4 4 2

  

  

  

 آسان  »4«گزينة  - 13
اي خارج دايره يك مماس و يك قاطع رسم كنـيم، طـول ممـاس     هرگاه از نقطه

  پس داريم: ،واسطه هندسي بين قطعات قاطع است

PT PA PB PT PT= ´  = ´ =  =2 2 4 16 64 8  

  

 متوسط  »1«گزينة  - 14
A نقطه  2دهيم تا دايره را در  كنيم و امتداد مي را به مركز دايره وصل ميM  و

N  قطع كندAM ترين و  نزديكAN  دورترين فاصلهA      تـا دايـره اسـت كـه

AM= =ANو  5   است. 9

اي خارج دايره يك مماس و يك قاطع رسم كنـيم، طـول ممـاس     هرگاه از نقطه

  پس داريم: ،واسطه هندسي بين قطعات قاطع است

     AT AM AN AT= ´ = ´  =2 5 9 3 5  

R MN AN AM R= = - = - =  =2 9 5 4 2  

                                                AT

R
=

3 5
2

   

 متوسط  »3«گزينة  - 15
اي خارج دايره يك مماس و يك قاطع رسم كنـيم، طـول ممـاس     هرگاه از نقطه

  واسطه هندسي بين قطعات قاطع است پس داريم:

EF ED EC ( y) y y
¸= ´  = + ¾¾ = +  =42 26 4 4 9 4 5  

AB BC BD x ( ) x x= ´  = +  =  =2 2 23 3 5 24 2 6  

  

 متوسط  »1«گزينة  - 16
انـد بنـابراين    داخل دايره قطع كرده Mهمديگر را در نقطه  DEو  BCدو وتر 
  داريم:

CM.MB EM MD x x= ⋅  ´ = ´  =2 4 5 10  

AT AB AC ( ) y(y ) y y= ´  = + +  + - =2 2 26 3 10 2 12 108 0  

 ¡¡—
y

(y )(y )
y

ì =ïï - + =  íï =-ïî

6
6 18 0

18
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 دشوار  » 4«گزينة  - 17
ppƒoÎ

¥oTz¶

ˆ ˆA D
PAC PDB

ˆ ˆP P

D Düï= =aïï ¾¾ýï= ïïþ
  

³.H PA PC PA
PA PB

PD PB PB
¾¾ =  =  ⋅ =

9 144
16

  

  

PM PA PB PM= ´ =  =2 144 12  

  
  

 متوسط  »1«گزينة  -18
خـط   دانيم اگر از مركز دايره به يك وتر از همان دايره، عمود كنيم، اين پـاره  مي

AHپس  ،كند وتر را نصف مي HB x= =.  

OAH :OA AH OH x
D

= +  = +2 2 2 2 2 26 2  

x x =  =2 32 4 2  

TC BC AC y ( ) y= ´  = =  =2 2 2 2 10 2 40 2 10  

  

 متوسط  »3«گزينة   - 19
H)ˆاست  ABعمودمنصف  OMدانيم  مي )= و شعاع وارد بر خط ممـاس   90

ˆ .در نقطه تماس بر خط مماس عمود است ˆ(A B )= = 90  

OM MP R= + = - + =4 2 4 4 4 2  

OAM :OM OA AM AM
D

= +  = +2 2 2 232 16  

AM AM =  =2 16 4  

OAM ˆ(Aپس مثلث  ,AM OA )= = =90 السـاقين   الزاويه متساوي قائم 4

OMباشد بنابراين  ، ميانه هم ميAHپس ارتفاع  ،است
OH= = 2 2

2
.  

  

 دشوار  »4«گزينة  - 20
محـاطي   CADˆكنيم زاويـه   گذرد وصل مي مي Dو  Cبه سر قطري كه از  Aاز 

=CADˆرو به قطر است پس  روبه 90  وAO¢  ارتفاع وارد بر وترCD .است  

  
  است پس داريم: R2تر  باشد شعاع دايره بزرگ Rتر  اگر شعاع دايره كوچك

O D R¢ =  

CO CO OO R R R¢ ¢= + = + =2 3  

AO AB BO R¢ ¢= + = - +9 3 3  
  :الزاويه داريم طبق روابط طولي در مثلث قائم

AO O C O D ( R) R R¢ ¢ ¢= ´  - + = ´2 29 3 3 3  

nm] R R ( )R¾¾ - + =  - = -9 3 3 3 9 3 3 3 1  

R R
- + + - -

 = ´  = =
- +

9 3 3 3 1 9 3 9 9 3 3 6 3
2 23 1 3 1

  

R = 3 3  

R= =2 6   تر شعاع دايره بزرگ 3

 متوسط  »2«گزينة   -21
MCاگر  x=  ،باشدAB x= همـديگر   CDو  ABاست و امتداد دو وتر  3

  اند، پس داريم: قطع كرده Mرا در نقطه 

MA MB MC MD ( x) x(x )⋅ = ⋅  + = +6 6 3 27  

x x x x x + = +  + - =2 236 18 27 9 36 0  

 ¡¡—x
(x )(x )

x AB

ì =-ïï + - =  íï =  =ïî

12
12 3 0

3 9
  

MT MA MB MT ( ) MT= ⋅  = + =  =2 2 6 6 9 90 3 10  

  

 آسان  »3«گزينة  - 22
R R

| R R | R R | OO R R

OO

ü¢+ = + = ïïïï¢ ¢ ¢ ¢- = - =  - < < +ýïï¢ ï= ïþ

7 3 10
7 3 4

8
  

  دو دايره متقاطع هستند
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 آسان         »4«گزينة  - 23
OOاگر دو دايره مماس برون باشند  R R¢ ¢=   است بنابراين داريم: +

x x x x x R ,R¢- = + -  - = +  =  = =3 3 2 3 1 3 3 2 2 5 8 4  

 دشوار         »2«گزينة  - 24
|چون  R R | OO R R¢ ¢ ¢- < <   است پس دو دايره متقاطع هستند و  +

MH)اسـت   MNعمودمنصـف   ¢OOدانيم  مي NH)=     اگـر فـرض كنـيم

MH x= ،OH y= گاه  آنHO y¢ =   است. 14-

)1(  OMH OM OH MH y x
D

= = +  = +2 2 2 2 2225  

O MH :O M MH HO x ( y)
D
¢ ¢ ¢= +  = + -2 2 2 2 2169 14  

x y y y y = + - +  =  =2 2

225
169 28 196 28 252 9  

x x x MN x= +  =  =  = =2 2225 81 144 12 2   )1: رابطه (24

  

 آسان         »1«گزينة    - 25
OOچون  d | R R |¢ ¢= < قطـر   ABاست دو دايره متداخل هسـتند، كـه    -

  ريم:اي است كه به هر دو دايره مماس است كه دا ترين دايره بزرگ

r AB R OO R r¢= = + + = + + =  =2 12 1 2 7 10 5  

  

 آسان  »3«گزينة  - 26
OOچون  R R¢ ¢> است، دو دايره متخـارج هسـتند و اگـر شـعاع دايـره       +

  باشد، داريم: rموردنظر 

r AB O O R R r= = + - = + - =  =1 2 1 22 10 2 6 6 3  

  

 آسان         »4«گزينة  - 27
OOچون دو دايره ممـاس بـرون هسـتند     R R /¢ ¢= + =14 دانـيم   مـي  و 5

شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تمـاس بـر خـط ممـاس عمـود اسـت پـس        

T̂= 90 .است  

OO T :OO O T OT ( / ) ( / ) x
D
¢ ¢ ¢= +  = +2 2 2 2 2 214 5 10 5  

/ / x x x = +  =  =2 2210 25 110 25 100 10  

  

 آسان         »3«گزينة  -28
OOهستند، درون چون دو دايره مماس  | R R |¢ ¢= - = دانيم شـعاع   و مي 3

T)ˆبر خط مماس در نقطه تماس بر خط مماس عمود است وارد  )= 90  

O A OO R¢ ¢= + = + =3 12 15  

      O AT :AO AT O T

AT

D
¢ ¢ ¢= +

 = +

2 2 2

2225 81
  

      AT AT =  =2 144 12  

 متوسط         »1«گزينة    -29
  باشند. ¢Rتر و شعاع دايره كوچك Rتر  فرض كنيم شعاع دايره بزرگ

OO R R / R R¢ ¢ ¢= -  = -3 5  

Â«ºnS R R¢= p -p  p2 2 21 = p (R R )¢-2 2  

/

(R R )(R R ) R R¢ ¢ ¢ = - +  + =
3 5

21 6  

R R
R / ,R /

R R /

ì ¢+ =ïï ¢ = =íï ¢- =ïî

6 4 75 1 25
3 5

  

  

 آسان         »3«گزينة  -30
TT OO (R R ) OO ( )¢ ¢ ¢ ¢= - -  = - -2 2 2 215 14 6  

OO OO OO¢ ¢ ¢ = -  =  =2 2225 64 289 17  

 آسان         »3«گزينة    - 31
TT OO (R R ) OO ( )¢ ¢ ¢ ¢= - +  = - +2 2 24 6 5 5  

OO OO OO¢ ¢ ¢ = -  =  =296 100 196 14  
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 متوسط         »3«گزينة  - 32
ــي ــائم  م ــث ق ــط در مثل ــيم فق ــر    دان ــر نصــف وت ــر وت ــه وارد ب ــه، ميان الزاوي

)¶ºIÃ¾است AM OO )¢=
1
2

=Âپس   90 .است  

OAO :OO OA O A OO
D

¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 16 9 25 5  

TT OO (R R ) ( )¢ ¢ ¢= - - = - -2 2 2 25 4   مماس مشترك خارجي 3

= - = =25 1 24 2 6  

  

 آسان         »3«گزينة  - 33
TT OO (R R ) OO ( )¢ ¢ ¢ ¢= - -  = - -2 2 2 23 33 11 3  

OO OO OO¢ ¢ ¢ = -  =  =2 2297 64 361 19  

  است كه داريم: ABخط  ترين فاصله بين دو دايره طول پاره كم

AB OO (R R ) ( )¢ ¢= - + = - + = - =19 11 3 19 14 5  

  

 متوسط         »2«گزينة  - 34
TT OO (R R ) OO ( )¢ ¢ ¢ ¢= - +  = - +2 2 2 24 6 7 3  

OO OO OO¢ ¢ ¢ = -  =  =2 296 100 196 14  

  است كه داريم: ABخط  ترين فاصله بين دو دايره طول پاره بيش

AB R OO R¢ ¢= + + = + + =7 14 3 24  

  

 آسان         »4«گزينة  - 35
دانـيم طـول ممـاس مشـترك خـارجي دو دايـره ممـاس بـرون از دســتور          مـي 

TT RR¢ ¢= Rآيد اگر فرض كنيم  به دست مي 2 R¢> :داريم  

TT RR R RR R RR R R¢ ¢ ¢ ¢ ¢=  =  =  =22 2 2 2 4 2  

 متوسط         »3«گزينة  - 36
باشـــد،  aالمركـــزين  اگرزاويـــه بـــين ممـــاس مشـــترك داخلـــي و خـــط

R R
sin

OO

¢+
a =

¢
  است بنابراين داريم: 

/ /
sin OO

OO OO

+ ¢=  =  =
¢ ¢

22 5 7 5 1 3030 60
2

  

  

 متوسط         »2«گزينة  - 37
ــارجي      ــترك خ ــاس مش ــين مم ــه ب ــر زاوي ــطاگ ــزين  و خ ــد،  aالمرك باش

| R R |
sin

OO

¢-
a =

¢
  است، بنابراين داريم: 

| / | /
sin OO

OO OO

- ¢=  =  =
¢ ¢

30 7 5 1 22 530 45
2

  

  

 آسان         »3«گزينة  - 38
مماس مشترك داخلـي  خارج، هاي متخارج و مماس  دانيم دو دايره در حالت مي

داخلـي بـر خـط     دارند و در حالت ممـاس مشـترك بـرون، ممـاس مشـترك     

  المركزين عمود است، بنابراين دو دايره متخارج هستند.

 متوسط         »1«گزينة  -39
  دانيم اگر دو دايره مماس برون باشند مي

TM MT EN NE MA AN RR¢ ¢ ¢= = = = = =  
  بنابراين داريم

MA RR MA¢= = ´ =  =9 4 36 6  

  

 آسان         »4«گزينة  - 40
Rو  Rهاي  اگر دو دايره به شعاع مماس خارج باشند، طول ممـاس مشـترك    ¢

R)است بنابراين داريم:  RR¢2ها  خارجي آن R )¢>  

R RR R RR R R¢ ¢ ¢=  =  =23 3 162 4
2 4 3
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 دشوار         »2«گزينة    - 41
دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خط مماس عمود اسـت،   مي

ــابراين OT بنــ AT ,O T AT ,O T AT¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢^ ^ ــس   ^ ــت پــ اســ
OT || O T || O T¢ ¢ ¢¢ 

  
u²IU AO OT

O T A :OT || O T
AO OT

D
¢ ¢ ¢ ¢ ¾¾¾ =

¢ ¢
  

x
x x x

x
 =  = +  =

+
1 2 3 3

3 2
  

u²IU OA OT
O T A :O T || OT

AO O T

D
¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¾¾¾ =

¢¢ ¢¢ ¢¢
  

xx
R R

x R R R R
= = ¾¾¾ =  = +

+ + +
31 3 1 3 8

5 8
  

R R =  =2 8 4  

 دشوار         »2«گزينة  - 42
اسـت   عمـود  در نقطه تماس به خـط ممـاس  دانيم شعاع وارد بر خط مماس  مي

ــس  Oپ T MT^1 1 Oو  3 T MT^2 2 Oو  3 T MT^3 3 ــابراين  3 ــت بن اس
O T || O T || O T1 1 2 2 3 3. 

  
u²IU MO O T

O T M :O T || O T
MO O T

D
¾¾¾ =1 1 1

2 2 2 2 1 1
2 2 2

  

x
x x x

x
 =  = +  =

+
2 3 2 12 12

6 3
  

u²IU MO O T
O T M :O T || O T

MO OT

D
¾¾¾ =1 1 1

3 3 1 1 3 3
3 3

  

r r
r

 =  =  =3 3
3

12 2 1412 56
28 3

  

 دشوار         »1«گزينة  - 43
باشد كه به هر سـه دايـره ممـاس اسـت، چـون       يكي از خطوطي مي SMفرض 
OM ،O M¢ Oو  ¢ M¢¢ OMعمودند پس  SMبر  ¢¢ || O M || O M¢ ¢ ¢¢ ¢¢.  

u²IU SO OM
O M S:OM || O M

SO O M

D
¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¾¾¾ =

¢ ¢ ¢
  

x
x x x

x
 =  = +  =

+
1 3 4 2

4 3
  

u²IU ¡¡—OS OM
SO M :OM || O M

O S O M

D
¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¾¾¾ =  =

¢¢ ¢¢ ¢¢
2 1
15 5

  

  بنابراين چنين خطي وجود ندارد.

  

  

 دشوار        »4«گزينة  - 44
دانيم طول مماس مشترك خارجي دو دايره كه مماس درون باشند از دستور  مي

RR¢2 آيد. به دست مي  

AB R R= =2 9 6  
BC R R= =2 4 4  
AC= ´ =2 9 4 12  
AC AB BC R R R= +  = +  =12 6 4 12 10  

R / R / =  =1 2 1 44  

  

 متوسط        »1«گزينة  - 45

Rدو دايره متخارج هستند R
OO R R

OO

ü¢+ = + = ïï ¢ ¢ > + ýï¢ = ïþ

5 3 8
11

 

هاي دو دايره هستند بنابراين خطوط مورد نظر  هاي گفته شده همان شعاع فاصله

  است. 4ه تعدادشان اند ك هاي دو دايره مماس مشترك 

  

 دشوار         »3«گزينة  - 46
باشد، اگر از مركز اين دايـره   C2در دايره  6يكي از وترها به طول  ABفرض 

AHكند، پس  عمود كنيم، طول آن را نصف مي ABبر  HB= = 3  

OAH :O A O H AH O H
D

= +  = +2 2 2 2
2 2 225 9  

O H O H =  =2
2 216 4  

)، هـر وتـر از   C3رسم كنـيم (دايـره    4اي به شعاع  دايره O2چنانچه از نقطه 
دارد، بنـابراين جـواب مسـئله     6مماس باشد طول  C3كه به دايره  C2دايره 

است كه چون دو دايره متخـارج   C3و  C1ا بين دايره ه تعداد مماس مشترك
  مماس مشترك دارند. 4هستند، 
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 متوسط        »3«گزينة  - 47
 dمماس خـط   4مماس مشترك دارند كه هر  4دو دايره چون متخارج هستند، 

  جواب دارد. 4كنند پس مسئله  را قطع مي

  

 متوسط        »1«گزينة  - 48
زاويه قائمه دارد و طول و عرض آن با هـم برابـر    4چون  OAPBچهارضلعي 

OA)است  OB R)=   يك مربع است. =

                            ÍMo¶S ( )= =22 4  

ÌI‰¤ R ( )
OAB S

ap p
= = =p

2 290 2
360 360

  

        Â«ºn ÍMo¶ ÌI‰¤ S S S= - = -p4  
  

 متوسط         »4«گزينة  - 49
  يك مستطيل است كه: ABCDچهارضلعي 

AD R= 2  

AB R R R R= + + =2 4  

S AD AB R R R= ´ = ´ = 22 4   مستطيل 8

S S S R R R R+ + = p +p + p = p2 2 2 2
1 2 3

1 1 2
2 2

  

Â«ºn ®Ã‰Tv¶S S (S S S ) R R R ( )= - + + = - p = -p2 2 2
1 2 3 8 2 2 4  

  

 متوسط         »3«گزينة    - 50
AB  وCD هاي دو دايره هستند كه مماس مشتركAB R R R= ´ =2 2 

Lو  L=1   است كه هر كدام نصف محيط دايره هستند. 2

  
                            L L R= =p1 2  

AB L R R= + = + p12 2 4   طول نخ 2
  

  

  
  
  
  

  
  

  3ش بخ                 
 

 آسان    - 1
  ب) درست  نادرست  آ)

  ت) درست  پ) درست

  درستث) 

 آسان    - 2
1  ب)  ها عمودمنصفتلاقي   آ)

4
    

  ت) محيطي  4پ) 

rث)  tan
n

rج)   1802 sin
n

1802  

 متوسط    - 3
بـه همـه اضـلاع     Oكنـيم و از   مركز دايره محاطي را به همه رئوس وصل مـي 

  كنيم. عمودي رسم مي

OAB OBC OCD ODE OEA
S S S S S SD D D D D= + + + + +  

S r AB r BC r CD r DE r DE r EA= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

  

P

r (AB BC CD DE EA ) S r P= + + + + +  = ⋅
2

1
2

  

  

 آسان    - 4
                         P ( ) P=  =2 4 12 24  

 S AD DC sin= ´ ´ = ´ ´ =
1150 12 12 72
2

  

½oÄHj
S

r r S r
P

= =  =  =p = p272 3 9
24
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 متوسط    - 5
ز كنيم و ا رأس وصل مي 3به  BCاز مركز دايره محاطي خارجي مماس با ضلع 

  .كنيم عمود مي ACو  ABو امتداد اضلاع  BCاين نقطه به ضلع 

ABC AOB AOC BOC
S S S SD D D D= + -  

S OQ AB OP.AC OH BC = ⋅ + - ⋅
1 1 1
2 2 2

  

aOQ OP OH r
a a

P

S r (b c a) S r (b c a a)
= = =¾¾¾¾¾¾¾¾ = + -  = + + -

2

1 1 2
2 2   

a a
S

S r (P a) r
P c

 = -  =
-

  

bبه همين ترتيب 
S

r
P b

=
-

cو  
S

r
P c

=
-

  است. 

  

 آسان    - 6

a23برابر  aضلاع به ضلع الا دانيم مساحت مثلث متساوي مي
4

و محـيط آن   

a3 :است پس داريم  

                         S ( )= =23 8 3 48 3
4

  

              P a P= =  =2 3 24 3 12 3  

a
S

r
P a

= = = =
- -

48 3 48 3 12
12 3 8 3 4 3

  

 آسان    - 7
Sدانيم شعاع دايره محاطي داخلي از  مي

r
P

هـاي   آيـد و شـعاع   به دست مي =

aهاي محاطي خارجي از  دايره
S

r
P a

=
-

bو  
S

r
P b

=
-

cو  
S

r
P c

=
-

به  

  آيد. دست مي

a b c

P a P b P c P (a b c)

r r r S S S S

- - - - + +
+ + = + + =

1 1 1 3  

P P P

S S r

-
= = =

3 2 1  

  

 متوسط    - 8
  

a a
S

S ah h
a

=  =
1 2
2

  

  

bبه همين ترتيب 
S

h
b

=
cو  2

S
h

c
=

Sدانيم  است و مي 2
r

P
=  

a b c

a b c a b c P P

h h h S S S S S S r

+ +
+ + = + + = = = =

1 1 1 2 1
2 2 2 2 2   

 متوسط    - 9

a b cr r r r r

+ +
+ +  + + =  =

1 1 1 1 1 1 1 1 2 3 1
6 3 2 6

  

r
r

 =  =
1 1 1  

a b ch h h r h h
+ + =  + + =  = -

1 1 1 1 1 1 1 1 1 71
3 4 1 12

  

h h /
h

 =  =  =
1 5 12 2 4

12 5
  

 دشوار    - 10
توان رسم كرد، كـه طـول    مماس بر دايره مي 2دانيم از هر نقطه خارج دايره،  مي

 يعني: ها با هم برابرند. مماس

 AT AT¢=  وAN AM=  وBN BQ=  وCM CQ=.  
‰Ãd¶ABC AB BC AC

P AN NB BQ QC CM MA

= + +

 = + + + + +2
  

a

P AN BQ QC P AN BQ QC
¸ = + + ¾¾ = + +22 2 2 2   

AN AMAN P a AN AM P a= = - ¾¾¾¾¾ = = -  

BNشود  به طريق مشابه ثابت مي BQ P b= = -  

‰Ãd¶ABC AB BC AC P AB BD DC AC= + +  = + + +2  

AB BT CT AC P AT AT¢ ¢= + + +  = +2  

AT AT
P AT P AT AT

¢= ¢¾¾¾¾¾ =  = =2 2  
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 آسان    - 11
P AB AC BC P /= + + = + + =  =2 7 8 10 25 12 5  

AM P BC / /= - = - =12 5 10 2 5  

  

 دشوار    -12
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = +   : فرضABCDمحاطي            : حكم 180=





 ÂŠId¶

ÂŠId¶

BCD
Â

BCD DABˆ ˆ ˆ ˆA C A C
DAB

Ĉ

üïïï= ï +ïï + = =  + =ýïïï= ïïïþ

3602 180
2 2

2

  

ˆاسـت اگـر    360ضـلعي   4هاي هـر   دانيم مجموع زاويه مي ˆA C+ = 180 

ˆباشد پس  ˆB D+ = 180.  

  
  عكس قضيه:

ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = 180فرض :  

  : حكم ABCDمحاطي 

كنـد. بايـد    يك دايـره عبـور مـي    Cو  Bو  Aنقطه غيرواقع بر خط راست  3از 

  همين دايره است.روي هم  Dثابت كنيم رأس 

يا امتداد آن را در  CDروي دايره نباشد، دايره ضلع  Dرأس برهان خلف: اگر 

D¢  كند كه  ميقطعD¢  را بهA ضـلعي   4رأس،  4كنيم چـون هـر    وصل مي

ABCD¢       روي دايره است اين چهارضـلعي محـاطي اسـت بنـابراين دو زاويـه

  :ند يعنيابا هم مكمل رو روبه

)1(  
ƒoÎ

ˆ ˆB D ˆ ˆD D
ˆ ˆB D

üï¢+ = ïï ¢ =ýï+ = ïïþ

180
180

  

)2 (Â]nIi ˆˆ ˆ ˆ ˆADD : D D A D D
D

¢ ¢ ¢= +  >1  

) در تناقض است پس فرض خلف باطل و دايره موردنظر 2) با رابطه (1رابطه (

  محاطي است. ABCDگذرد و يعني چهارضلعي  مي Dاز نقطه 

  

 دشوار   - 13

ABCD الساقين: حكم ذوزنقه متساوي  ÂŠId¶ABCD

AB || CD

ìïïíïïî
  : فرض

وازي با هم موازيند و اگر دو كمان يك دايره بـا  مهاي بين دو وتر  دانيم كمان مي
  .ها نيز با هم برابرند و برعكس هم برابر باشند وترهاي آن

  .محاطي است ABCDذوزنقه عكس قضيه: 

  AB || DC AD BC AD BC =  =   
  : فرضABCDالساقين  ذوزنقه متساوي  : حكمABCDمحاطي 

رو بـه يـك قاعـده بـا هـم       هاي روبـه  دانيم در ذوزنقه متساوي الساقين زاويه مي

ˆ :برابرند، يعني ˆA B= =a  وˆ ˆC D= = b  
ˆ ˆˆ ˆA B C D+ + + =  a+ b=  a+b=360 2 2 360 180  

ABCD محاطي است
ˆ ˆA C

ˆ ˆB D

üï+ =a+b= ïï ýï+ =a+b= ïïþ

180
180

  

                                

 وسطمت   - 14
ˆ ˆˆ ˆA B ,C D+ = - =120   : فرض60

اسـت پـس    180ضلعي محـاطي مجمـوع زوايـا مقابـل      چهاردانيم در هر  مي
ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + =180.  

ƒoÎ ƒoÎ

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA B C D C D ˆ ˆC ,D
ˆ ˆˆ ˆ:A B :C D

ü üï ï+ + + = + =ï ïï ï  = =ý ýï ï+ = - =ï ïï ïþ þ

360 240
150 90

120 60
  

  

  Ĉˆ ˆ ˆA C A
=+ = ¾¾¾¾ = 150180 30  

     D̂ˆ ˆ ˆB D B
=+ = ¾¾¾ =90180 90  

  

 متوسط   - 15
 BCˆ ˆˆCDB BAC BAC ,BC= =  = a = a3 6
2

  محاطي 
 ADˆ ˆˆDBA ACD ACD ,AD= =  = a = a6 12
2

  محاطي 
  است پس داريم: 180در چهارضلعي محاطي، مجموع زوايا مقابل 

ˆ ˆA C+ =  a+ a =  a=  a= 180 7 11 180 18 180 10  
 AD BC

Ô x ( ) x
+ a+ a

=  = = a =  = 
12 6 9 9 10 90

2 2
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 آسان   - 16
BCˆˆBDC A= = =1 70
2

  محاطي 

Â= + =40 70 110  
  است. 180هاي محاطي مجموع دو زاويه مقابل  دانيم در چهارضلعي مي

ˆ ˆ ˆ ˆA C C C+ =  + =  = 180 110 180 70  

  

 متوسط   - 17
  پس:ند امكملرو  هاي روبه دانيم در چهارضلعي محاطي، زاويه مي

ˆ ˆB D ˆ ˆB D
ˆ ˆB D

üï+ = ïï  = =ýï= ïïþ

180
90  

A  را بهC كنيم وصل مي  

ABC :AC AB BC AC
D

= + = + =  =2 2 2 64 8 72 6 2  

ADC :AC AD DC x x
D

= +  = +2 2 2 2 272  

x x x AD =  =  =  =2 22 72 36 6 6  

  

 دشوار   -18
     AB CD AD BC+ =   : فرضABCDمحيطي                     : حكم+

توان رسم كرد كـه طـول    مماس بر دايره مي 2دانيم از هر نقطه خارج دايره،  مي
  ها با هم برابر هستند. اين مماس

AB CD AE EB CG GD AH BF FC HD+ = + + + = + + +  
(AH HD) (BF FC) AD BC= + + + = +  

  عكس قضيه:
AB  : حكمABCDمحيطي  CD AD BC+ =   : فرض+

  
ضلع  3به  Iكنند از  قطع مي Iهمديگر را در نقطه  Cو  Bنيمسازهاي دو زاويه 

AB  وBC  وDC دانيم هر نقطه روي نيمساز يك زاويه از  كنيم و مي عمود مي
  ضلع آن زاويه به يك فاصله است. دو

pIvμÃº ¾Ã…¤

pIvμÃº ¾Ã…¤
pIvμÃº Á»n

pIvμÃº Á»n

B I IM IN
IM IN IP

C I IN IP

üï¾¾¾¾ = ïï  = =ýïï¾¾¾¾ = ïþ

  

و  BCو  ABكنيم، اين دايره براضلاع  اي رسم مي دايره IMبه شعاع  Iاز نقطه 

CD      مماس است بايد ثابت كنـيم ايـن دايـره بـرAD      نيـز ممـاس اسـت تـا

  محيطي شود. ABCDچهارضلعي 

مماس بـر دايـره رسـم     Aاز مماس نشود،  ADبرهان خلف: اگر دايره بر ضلع 

محيطـي   ABCEقطع كند. چهارضلعي  E(يا امتداد آن) را در  DCكنيم تا  مي

  رو با هم برابر هستند. است بنابراين مجموع اضلاع روبه

ƒoÎ

AB EC AE BC

:AB CD AD BC AB CE DE AD BC

ü+ = + ïïïïýï+ = +  + + = + ïïïþ




  

)1(  AE BC DE AD BC AE DE AD + + = +  + =  

تـر   ع سوم بـزرگ ضل از بنا به قضيه نامساوي مثلث، در هر مثلث مجموع هر دو

AEداريـم   ADEاست پس در مثلث  DE AD+ ) در 1كـه بـا رابطـه (    <

شـود و   ممـاس مـي   ADتناقض اسـت پـس فـرض خلـف باطـل و دايـره بـر        

  محيطي است. ABCDچهارضلعي 

  

 آسان    - 19
  دانيم در هر چهارضلعي محيطي، مجموع اضلاع مقابل با هم برابر هستند. مي

  

AB CD AD BC

a a a a

+ = +

 + + - = + + +2 3 3 1 3 1 5
  

        a a a + = +  =5 2 4 6 4  

  

 متوسط   - 20
DCاگر فرض كنيم  x=  وAD y=:داريم ،  

AB BC DC AD x y= + + +  = + + +30 5   محيط 8

x y + =17  
  برابر هستند.رو با هم  دانيم در هر چهارضلعي محيطي مجموع اضلاع روبه مي

AB DC BC AD x y x y+ = +  + = +  - =5 8 3  

x y
x ,y DC AD

x y

ì + =ïï  = =  =  =íï - =ïî

17
10 7 10 7

3
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 آسان    -21
رو  دانيم شرط محيطي بودن يك چهارضلعي اين است كه جمع دو ضلع روبـه  مي

با هم برابر باشند كه در كايت لوزي و مربـع ايـن شـرط برقـرار اسـت امـا در       

  الاضلاع برقرار نيست. مستطيل و متوازي

 متوسط   - 22

  
  BC BC

Â BC=  =  =60 120
2 2

  محاطي 

O  را بهB  وC كنيم، چون  وصل ميOB OC R= متساوي  OBC،مثلث =
  بر هم منطبق هستند. BCالساقين است و ارتفاع و ميانه و نيمساز وارد بر ضلع 

Ô BC= = 120 مركزي  
a

BH aˆOHB: sinBOH sin a R
OB R R

D
=  =  =  =

3260 3
2 2

  

Sاز دسـتور   aلاضلاع به ضلع ا مثلث متساوي دانيم مساحت مي a= 23
4

بـه   

  آيد، پس: دست مي

S a ( R) S R= =  =2 2 23 3 3 33
4 4 4

  

 دشوار - 23
محيطي و در ادامه دايره  Dرا در  BCكنيم تا ضلع  را رسم مي Aنيمساز زاويه 

ˆقطع كند  Eرا در  ˆ(BAE CAE )= =a.  
  

  

 
ÂŠId¶

ÂŠId¶

BE BEˆBAE BE
BE CE

CE CEˆCAE CE

üïïï=  a =  = aïïï  =ýïïï=  a =  = aïïïþ

2
2 2

2
2 2

  

 BCبـه وسـط    Eرا نصف كـرده اسـت، چنانچـه از     BCكمان  Eچون نقطه 
را   عمـود اسـت و چـون آن    BCخط بر  انيم اين پارهد) وصل كنيم، ميH(نقطه 

مركز دايـره   Oاست و در ادامه نيز از  BCنصف كرده است پس عمودمنصف 
روي دايـره محيطـي مثلـث     BC و عمودمنصف ضـلع  Aگذرد پس نيمساز  مي

  كنند. همديگر را قطع مي

  

 دشوار - 24
  اگر ذوزنقه محاطي باشد داريم:

الساقين است  ذوزنقه متساوي AB || DC AD BC AD BC =  =   

رو بــا هــم برابراســت (فــرض  اگرذوزنقــه محيطــي باشــد جمــع اضــلاع روبــه 

DC b,AB a= =(.  

AD BC a b
AB DC AD BC a b AD AD

= +
+ = + ¾¾¾¾ + =  =2

2
  

ABكنيم  عمود مي DCبر  Bو  Aاز  HQ a= bو  = a
DH QC

-
= =

2
  

a b a b
ADH :AD AH DH ( ) h ( )
D + -

= +  = +2 2 2 2 2 2
2 2

  

a ab b a ab b
h h ab h ab

+ + - +
 = +  =  =

2 2 2 2
2 22 2

4 4
  

AB DC a b
S AH S ab

+ +
= ´  =

2 2
  

                            

 دشوار   - 25
 DCبـه   Bاسـت از   AD=10برابر قطر دايره اسـت پـس    ADاندازه ساق 

BHكنيم  عمود مي AD= ABو  10= DH x= =.  

BHC :BC BH HC HC
D

= +  = +2 2 2 2676 100  

HC HC =  =2 576 24  

  محيطي است داريم: ABCDو چون چهارضلعي 

AB DC AD BC AB DH HC+ = +  + + = +10 26  

x x x + =  =  =2 24 36 2 12 6  

=ABپس  =DCو  6 + =6 24   است. 30

              
AB DC

S BH

S

+
= ´

+
 = ´ =

2
6 30 10 180
2
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 متوسط   - 26
دانيم در مثلث متساوي الساقين، ارتفاع و ميانه و نيمساز وارد بر ساق بر هـم   مي

  منطبق هستند.
AH AO OH AO AO= +  = +  =8 3 5  

AOM :AO AM OM AM AM
D

= +  = +  =2 2 2 2 225 9 16  
AM = 4  

توان رسم كرد كـه طـول    مماس بر دايره مي 2دانيم از هر نقطه خارج دايره،  مي
CHها با هم برابر است پس  مماس CM x= =.  

            AHC :AC AH HC

( x) x

D
= +

 + = +

2 2 2

2 2 24 8
  

            x x x

x x

 + + = +

 =  =

2 216 8 64
8 48 6

  

                             BC x= =2 12  

 متوسط - 27
S S

r S P
P P

=  =  =2 2  
اي اسـت كـه    الزاويه، دايره ترين شعاع دايره محاطي خارجي در مثلث قائم بزرگ

  به وتر و امتداد دو ضلع قائمه مماس است پس

a
S P

r P a P P a
P a P a

=  =  - =  =
- -

215 15 15 2 13 15  

P a =
15
13

  
Pويه شعاع دايره محاطي داخلي الزا در مثلث قائم a- .است  

r P a a a a a= -  = -  =  =
15 22 2 13
13 13

  

aالزاويه شعاع دايره محيطي در مثلث قائم

2
  است 

                            a
R /= = 6 5

2
  

                    S R /=p = p2 42 25  
  

 متوسط -28
  .است پس مجموع اضلاع مقابل با هم برابراست محيطي BCDEچهارضلعي 

BC ED BE CD BE BE+ = +  + = +  =1 6 5 2  
انـد   خارج دايره قطـع كـرده   Aاز دايره، همديگر را در نقطه  CDو  BEدو وتر 

  بنابراين داريم:
AB AE AC AD x(x )´ = ´  + = ´2 3 8  

¡¡—x
x x (x )(x )

x

ì =-ïï + - =  + - =  íï =ïî

2 6
2 24 0 6 4 0

4
  

AE AB BE= + = + =4 2 6  

  

 دشوار   -29
ضلعي منتظم هستند بـا هـم برابـر    nو ... چون اضلاع  BCو  ABتمام وترهاي 

ــابراين  هســتند بن AB BC
n

= = = ــه  Oاســت. از  360 وصــل  Bو  Aب

  .كنيم مي

Ô AB
n

= =
  مركزي 360

OAچون  OB R= ين اسـت و ارتفـاع و   الساق متساوي OAB است مثلث =

ــلع     ــر ض ــاز وارد ب ــه و نيمس ــابراين     ABميان ــتند بن ــق هس ــم منطب ــر ه ب

ˆ ˆO O
n

= =1 2
ABو  180

AH HB= =
2

.  

AB
AH

OAH : sinO sin
OA n R

D
=  =1

180 2  

AB
sin AB Rsin

n R n
 =  =

180 1802
2

  

  

 دشوار -30
ضلعي منتظم  nاندازه هر زاويه خارجي 

n

است پس اندازه هر زاويه داخلـي   360

)آن  )
n

-
است و چون مركز دايره محاطي مثلث محل تلاقي نيمسازها  360180

ˆاست  ˆA B
n

= = -1 1
  است. 18090

ˆ ˆ ˆ ˆˆA B O O O
n n n

+ + =  - + - + =  =1 1
180 180 360180 90 90 180  

  .ارتفاع، ميانه، نيمساز وارد بر قاعده بر هم منطبق هستند

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ˆ ˆOAB:A B AOB
D

=  1 1  

ABبنابراين 
AH HB= =

2
ˆو   ˆO O

n
= =1 2

180  

AB
AHˆOAH : tanO tan
OH n R

D
=  =1

180 2  

   AB
tan AB R tan

n R n
 =  =

180 1802
2
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  3ش بخ                  

  
 متوسط  »1«گزينة  - 1

Sدانيم شعاع دايره محاطي از دستور  مي
r

P
مساحت  Sه آيد ك به دست مي =

 نصف محيط شكل است. Pو 

)الزاويـه اسـت    حتماً قائم 5و  4و  3مثلثي با اضلاع  )= +2 2 25 3 بنـابراين   4

  داريم:

S AB AC= ´ = ´ ´ =
1 1 3 4 6
2 2

  

P AB AC BC P= + + = + + =  =2 3 4 5 12 6  
S

r r S r S ( )
P

= =  =  =p  =p =p2 26 1 1
6

  

  

 متوسط  »3«گزينة  - 2
دانيم در لوزي  برابر باشد، لوزي است و مي چهارضلعي كه همه اضلاع آن با هم

DOقطرها عمودمنصف هم هستند پس  OB x= AOو  = OC x= = 3  

OAB AB OB OA x x x
D

= = +  = +  =2 2 2 2 2 2100 9 10 100  

x x =  =2 10 10  

AC x= =6 6 10  

BD x= =2 2 10  

S AC BD S S= ´  = ´ ´  =
1 1 6 10 2 10 60
2 2

  

P AB ( ) P= = =  =2 4 4 10 40 20  

Sضلعي از دستور nدانيم شعاع دايره محاطي هر  مي
r

P
  .آيد به دست مي =

  

                         S
r

P
= = =

60 3
20

  

  

  

 دشوار  »4«گزينة  - 3
a، انـدازه قطـر كوچـك    aضلعي منتظم به ضلع  6در يك  و انـدازه قطـر    3

a23و مساحت آن  a6و محيط آن  a2بزرگ  3
2

  است. 

a a=  =3 4 3 4  

P a ( ) P= = =  =2 6 6 4 24 12  

a ( )
S= = =

2 23 3 3 3 4 24 3
2 2

  

Sضلعي از دستور  n دانيم شعاع دايره محاطي هر مي
r

P
  .آيد به دست مي =

                           r= =
24 3 2 3
12

  

  

 آسان  »2«گزينة  - 4
Sضلعي از دستور  nدانيم شعاع دايره محاطي هر  مي

r
P

  آيد. به دست مي =

S
S P

P
=  =3 3  

S ( P) P P+ =  + - =2 22 162 4 3 162 0  

 ¡¡—

P
(P )( P )

P

ì =ïïïï - + =  íï =-ïïïî

6
6 4 27 0 27

4
  

S P ( )= = =3 3 6 18  

 متوسط  »1«گزينة  - 5

a، انـدازه ارتفـاع   aروش اول: در يك مثلث متساوي الاضلاع به ضـلع   3
2

و  

a23و مساحت  a3اندازه محيط 
4

  است. 

a
a a=  =  =

3 3618 12 3
2 3

  

P a P= =  =2 3 36 3 18 3  
a ( )

S S
´

= =  =
2 23 3 12 3 108 3

4 4
  

Sضلعي از دستور nدانيم شعاع دايره محاطي هر  مي
r

P
  آيد. به دست مي =

S
r r

P
= =  =

108 3 6
18 3

  

ارتفــاع آن باشــد  aروش دوم: اگــر انــدازه ضــلع مثلــث متســاوي الاضــلاعي 

h a=
3
2

rاست كه  rاست و شعاع دايره محاطي داخلي آن   a=
3
6

يـا   

h
r=

3
  است. 

h
r= = =

18 6
3 3
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 دشوار  »1«گزينة  - 6
  كند. ضلعي منتظم درون يك مربع زندگي مي 8هر 

MAB:AB AM MB x x x x
D

= +  = +  =  =2 2 2 2 2 24 2 2  

  كنيم. فرض مي aرا برابر  MNPOاندازه هر ضلع مربع 

a MN MB BC CN x x x= = + + = + + = + = +2 2 2 2 2 2  

 SzÀÂ•± o¶† ÍM
AMB

S S S a ( x x) a xD= - = - ´ = -2 2 214 4 2
2

  

( ) ( ) ( )= + - = + + - = +2 22 2 2 2 2 4 8 2 8 4 8 2 1  

P ( ) P=  =2 8 2   هشت ضلعي 8

S ( )
r r

P

+
= =  = +

8 2 1 2 1
8

  

  

 دشوار  »4«گزينة  - 7
ستطيل، يك مربع است كه اگـر  شكل حاصل از برخورد نيمسازهاي داخلي هر م

|باشد، اندازه اضـلاع مربـع برابـر     bو  aاندازه اضلاع مستطيل  b a |- ´
2
2

 

MNاست كه  | |= - ´ =
28 2 3 2
2

  

MNPQS ( )= =23 2 18  

P MN P MN ( ) P=  = =  =2 4 2 2 3 2 6 2  

باشـد، شـعاع دايـره     P2و محـيط آن   Sدانيم اگر مساحت يك چندضلعي  مي

Sمحاطي برابر 
r

P
  است. =

S
r r r

P
=  = =  =

18 3 3 2
26 2 2

  

  

  
  

 دشوار  »3«گزينة  - 8
هاي اضلاع يك چهارضـلعي   هرگاه شكل حاصل از به هم وصل كردن متوالي وسط

  مستطيل شود، يعني قطرهاي چهارضلعي بر هم عمود هستند كه داريم:

ABCDS AC BD= ´ = ´ ´ =
1 1 6 4 12
2 2

  

الاضلاع بـه   هرگاه وسط اضلاع يك چهارضلعي را به هم وصل كنيم يك متوازي

آيد كه مساحت آن نصف مساحت چهارضلعي اوليه است و محيط آن  وجود مي

  برابر مجموع دو قطر چهارضلعي اوليه است.

  
       MNPQ ABCDS S= = ´ =

1 1 12 6
2 2

  

P AC BD P= + = + =  =2 6 4 10 5  

باشـد، شـعاع دايـره     Sو  P2ضـلعي بـه ترتيـب     nاگر محيط و مساحت يك 

Sمحاطي آن از دستور 
r

P
  آيد پس داريم: به دست مي =

S
r /

P
= = =

6 1 2
5

  

 متوسط  »4«گزينة  - 9
برند و برابـر  در يك چهارضلعي محيطي، مجموع هر دو ضلع غيرمجاور با هم برا

  نصف محيط هستند.

AB DC AD BC P+ = + = =18  

r / ( / )r r /= p  =  =2 15 7 2 3 14 2 5  

باشند، شـعاع   Sو  P2محيط و مساحت يك چهارضلعي محيطي به ترتيب  اگر

Sدايره محاطي آن از دستور 
r

P
  آيد. به دست مي =

S S
r / S

P
=  =  =2 5 45

18
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 آسان  »1«گزينة   - 10
نيمساز داخلي همرس باشند، نيمساز زاويـه چهـارم    3هرگاه در يك چهارضلعي 
گذرد و يعني نيمسازها همرسند و چهارضـلعي محيطـي    هم حتماً از آن نقطه مي

  صورت مجموع هر دو ضلع غيرمجاور با هم برابرند. است و در اين
AB DC AD BC x x+ = +  + = +  =107 72 91 56  

  

 آسان  »2«ينة گز - 11
كه يك چهارضلعي محيطي باشد، آن اسـت كـه    شرط آن

هـا   مجموع اضلاع مقابل با هم برابر باشد كه بـين گزينـه  

  لوزي چنين خاصيتي دارد.

    AB DC AD BC P a+ = + = = 2  
  

 متوسط  »4«گزينة  -12
خط واصل وسـط دو سـاق برابـر ميـانگين قاعـده       نكته: در هر ذوزنقه طول پاره

  .است

 AB BC a b
MN

+ +
= =

2 2
  

رو با هـم برابـر اسـت در     اگر يك چهارضلعي محيطي باشد، مجموع اضلاع روبه

AD)دانيم مي ABCDذوزنقه متساوي الساقين  BC)= :است پس داريم  

AD BC AB DC

AD a b

a b
AD AD MN

+ = +

 = +

+
 =  =

2

2

  

 آسان         »4«گزينة    - 13
هاي دو ساق برابـر ميـانگين دو    سطهمواره در هر ذوزنقه طول خط واصل بين و

  قاعده آن است.

AB CD a b
MN a b

+ +
=  =  + =12 24

2 2
  

رو برابـر نصـف محـيط     ضلعي محيطي، مجموع دو ضلع روبـه  4دانيم در هر  مي

(p) .است  

         

p AB DC

P a b

P

= +

 = + =

 =

24

2 48

  

  

 متوسط         »2«گزينة    - 14
Sهـر شـكل محيطـي ازدسـتور      دانيم شعاع دايره محاطي مي

r
P

بـه دسـت    =

  نصف محيط است. Pمساحت و  Sآيد كه  مي
S

r P
P P

=  =  =
453 15  

دانيم در هر چهارضلعي محيطي، مجموع دو ضلع مقابل برابـر نصـف محـيط     مي
  :است پس

AD BCAD BC P AD AD /=+ = ¾¾¾¾ =  =2 15 7 5  

  

 دشوار         »3«گزينة    - 15
رو برابر نصف محيط است  چهارضلعي محيطي مجموع دو ضلع روبه دانيم در مي

AD)و در ذوزنقه شكل مقابل ارتفاع برابر قطر دايره محاطي است  h r)2 .  
P AB DC AD BC r BC= + = + =  + =  + =6 12 18 18 2 18  
BC r = -18 2  

BHكنيم  عمود مي DCبر  Bاز  AD r= = ABو  2 DH= = بنـابراين   6
HC= 6  

BHC :BC BH HC ( r) ( r)
D

= +  - = +2 2 2 2 2 218 2 2 6  

  
r r r r - + = +  - =2 2324 72 4 4 36 324 72 36   
r r =  =288 72 4  

 دشوار         »3«گزينة    - 16
 rاي بـه شـعاع    بـر دايـره   bو  aهـاي   الساقين با قاعده اگر يك ذوزنقه متساوي

rمحيط شود  ab=
1
2

  همان ارتفاع ذوزنقه است. r2است و  

r ab r= = ´ =  =
1 1 9 18 36 3
2 2 2 2

  

كنـد پـس    ها را نصـف مـي   ها عمود كنيم آن اگر از مركز دايره محاطي به قاعده
DC

DH= = 4
2

.  

ODH :OD OH DH OD OD
D

= +  = + =  =2 2 2 2 16 9 25 5  
DM OD OM r= + = + = + =5 5 3 8  
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 دشوار  »1«گزينة   - 17
BMبر دايره رسم شده است پس  BNو  BM، دو مماس Bاز نقطه  BN=  

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ ˆ ˆBMN :BM BN BMN BNM
D

= ¾¾¾¾¾ = = 30  

دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت      مي

ˆپــــس  ˆOMA ONC= = ــابراين  90 ˆبنــ ˆOMN ONM= = پــــس  60

ˆMON= OMNو مثلث  60
D

  .الاضلاع است متساوي 

OM ON MN= = = 3  

OMN
S aD = =23 9 3

4 4
  

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA B C D C C+ + + =  + + + =  =360 90 120 90 360 60  

دانيم مركز دايره محاطي محـل تلاقـي نيمسـازهاي داخلـي اسـت بنـابراين        مي

ĈˆOCNa = = = 30
2

  

ON
ONC : tan tan NC

NC NC NC

D
a =  =  =  =

3 3 330 3 3
3

  

ONC
S ON NCD = ´ = ´ ´ =

1 1 93 3 3 3
2 2 2

  

OMNC
OMN ONC

S S SD D= + = + =
9 9 273 3 3
4 2 4

  

  

 دشوار         »3«گزينة    -18
ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆA B C D B B+ + + =  + + + =  = 360 90 45 90 360 135  

دانيم شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت      مي

ˆپس  ˆM N= = 90  

Â•±† nI¿a ˆ ˆˆ ˆ ˆOMBN :O M B N O+ + + =  + + + =360 90 135 90 360  

Ô = 45  

OMN
S OM ON sinO sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ = ´ =

1 1 9 2 93 3 45 2
2 2 2 2 4

  

  

 آسان  »4«گزينة   - 19
S r r r r=p  p=p  =  =2 2 215 15   دايره 15

باشد، شـعاع   bو  aالساقين محيطي  متساويذوزنقه هاي يك  دانيم اگر قاعده مي

rدايره محاطي برابر  ab=
1
2

  است پس داريم: 

            a a

a a

=  = ´

 =  =

1 115 6 15 6
2 4

60 6 10
  

 آسان  »1«گزينة  - 20
باشد، شـعاع   bو  aهاي يك مثلث متساوي الساقين محيطي  دانيم اگر قاعده مي

rدايره محاطي برابر  ab=
1
2

  است پس داريم: 

        r r= ´  =
1 4 2 2
2

  

        S r=p = p2   محاطي دايره 2
  

 متوسط  »1«گزينة   -21
  باشد، داريم: xاگر فرض كنيم قطر دايره 

u²IU AP PN x x
PN || BC

AB BC

-
¾¾¾ =  =

10
10 5

  

x x x x r r = -  =  =  =  =
50 10 510 50 5 15 50 2
15 3 3

  

S r ( ) S=p =p  = p2 25 25
3 9

  

  

 آسان         »3«گزينة    - 22
رو مكمل باشند كـه تنهـا    هاي روبه زماني يك چهارضلعي محاطي است كه زاويه

مكمل هسـتند كـه اگـر روبـه رو هـم باشـند،        123و  57ه ، دو زاوي3در گزينه 

  چهارضلعي محاطي است.

 آسان         »2«گزينة  - 23
اسـت پـس    180دانيم در هر چهارضلعي محاطي مجمـوع دو زاويـه مقابـل     مي

ˆ ˆ ˆ ˆA C B D+ = + = 180  

ˆ ˆA B ˆ ˆ ˆA B D
ˆ ˆA D

Åüï+ = ïï ¾¾ + + = +ýï+ = ïïþ

106
2 106 112

112
  

ˆ ˆ ˆA A A + =  =  =2 180 218 2 38 19  

ˆ ˆ ˆ ˆA C C C+ =  + =  =180 19 180 161  
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 آسان         »2«گزينة  - 24
B  را بهE   كنـيم هـر دو چهارضـلعي     وصـل مـيABEF  وBCDE   محـاطي

  ها مكمل هستند. رو در آن هاي روبهو زاويه هستند

ˆ ˆA E ˆ ˆ ˆ ˆA C E E
ˆ ˆC E

Åüï+ = ïï¾¾ + + + =ýï+ = ïïþ


1
1 2

2 180

180
360

180
  

x x x x + =  =  =7 5 180 12 180 15  

  

 آسان         »3«گزينة    - 25
C  را بهF  صـورت دو چهارضـلعي    كنـيم، در ايـن   وصل مـيABCF و FCDE 

  اند. رو مكملهاي محاطي زواياي روبه دانيم در چهارضلعي محاطي خواهند بود و مي

ˆ ˆ ˆ ˆA C C C

ˆ ˆ ˆÊ C C C

üï+ =  + =  = ïïýï+ =  + =  = ïïþ

1 1 1

2 2 2

180 118 180 62
180 100 180 80

  

ˆ ˆ ˆC C C + = +  =1 2 62 80 142  

  

 آسان         »2«گزينة    - 26
C  را بهF رت دو چهارضـلعي  وص ـ كنيم، در ايـن  وصل ميABCF  وFCDE 

  ند  ارو مكمل هاي محاطي زوايا روبه يدانيم در چهارضلع محاطي خواهند بود و مي

ˆ ˆ ˆÊ C C C+ =  + =  =1 1 1180 110 180 70  

ˆ ˆ ˆ ˆC C C C+ =  + =  =1 2 2 2125 70 125 55  

ˆ ˆ ˆ ˆA C A A+ =  + =  =2 180 55 180 125  

  

 متوسط         »1«گزينة  - 27
  ، بنابراين داريم:ندامكملرو  هاي محاطي زواياي روبه دانيم در چهارضلعي مي

ˆ ˆ ˆ ˆADC CBA CBA CBA+ =  + =  =180 116 180 64  

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆCBA ABD B B B= +  = +  = 1 1 164 51 13  

DC
B̂ =a =  a = 1 13

2
  محاطي 

  

 آسان         »2«گزينة  -28
پـس مسـتطيل و مربـع    نـد  امكمـل رو  هاي محاطي، زواياي روبـه  در چهارضلعي

رو با هم برابر  هاي محيطي مجموع دو ضلع روبه محاطي هستند و در چهارضلعي

د، بنـابراين  هستند و برابر نصف محيط هستند پس مربع و لوزي محيطي هسـتن 

  باشد. مستطيل چهارضلعي است كه محاطي است ولي محيطي نمي

 متوسط         »1«گزينة    -29
  رو به آن است پس داريم: دانيم اندازه هر زاويه محاطي، نصف كمان روبه مي

 ˆAB ADB x= =2 6  
 ˆBC BAC x= =2 4  
 ˆDC DBC x= =2 6  
 ˆAD ACD x= =2 8  

  است. 360هاي كل دايره  دانيم مجموع كمان مي

   AB BC CD DA x x x x+ + + =  + + + =360 6 4 6 8 360  

x x =  = 24 360 15  

DAB x xˆ ˆC C x ( )
+

=  = = = =
8 6 7 7 15 105

2 2
  ترين زاويه : بزرگ

DCB x xˆ ˆA A x ( )
+

=  = = = =
6 4 5 5 15 75

2 2
  ترين زاويه : كوچك

ˆ ˆC A- = - = 105 75 30  
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 متوسط         »3«نة گزي -30
از مثلـث   Cو  Bنيمساز داخلـي زوايـا    2اي كه از برخورد  دانيم اندازه زاويه مي

ABC  آيـد برابـر    به وجود مـيAˆ(N )= +90
2

اسـت و چـون چهارضـلعي     

AMNP ند پس داريم:ارو هم  مكمل محاطي است پس زوايا روبه  

Âˆ ˆ ˆ ˆˆA N A A A+ =  + + =  =  = 
3180 90 180 90 60

2 2
  

  

 دشوار         »2«گزينة    - 31
رو به يك قاعده با هم برابـر   هاي روبه دانيم در ذوزنقه متساوي الساقين زاويه مي

ˆهستند پس  ˆA B= = a2  وˆ ˆC D= = b2  

ˆ ˆˆ ˆA B C D+ + + =  a+ a+ b+ b=360 2 2 2 2 360  

¸¾¾ a+b=4 90  

هاي ذوزنقــه ، حاصــل از برخــورد نيمســازMNPQفــرض كنــيم چهارضــلعي 

  باشد: ABCDمتساوي الساقين 





ˆ ˆ ˆADQ : Q Q Q

ˆ ˆQ N

ˆ ˆ ˆBCN : N N N

D

D

üïï¢ ïa +b+ =  =  = ïïïï  + =ýïïïa +b+ =  =  = ïïïïþ

1 1
90

1 1
90

180 90 90

180
180 90 90

  

ˆپس واضح است  ˆM P+ نـد پـس   ارو مكمـل  هـاي روبـه   و چون زاويـه  180=

  محاطي است. MNPQچهارضلعي 

  

 آسان         »3«گزينة  - 32
چون چهارضلعي محاطي است، همه رئوس آن روي دايره قرار گرفته است و دو 

  اند، بنابراين داريم: قطع كرده Pهمديگر را در نقطه  BDو  AC وتر

PA PB PC PD PD PD⋅ = ⋅  ´ = ´  =12 12 8 18  

  

 دشوار         »3«گزينة  - 33
ابه هسـتند و نسـبت   ش ـمت ضلعي محاط و محيط به يك دايره با همnهمواره دو 

cosها  تشابه آن
n

  باشد. مي 180

K cos cos cos
n

= = = = =
180 180 330

6 2
  تشابه نسبت 

ÂŠId¶´ÊT¹¶ Â•±† y{ SeIv¶
Â‰Ãd¶ ´ÊT¹¶ Â•±† y{ SeIv¶

K ( )
S

=  =2 26 3 3
2

  

S S =  =3 24 3 8 3  

 دشوار         »2«گزينة  - 34
ضـلعي منـتظم محـاطي از دسـتور زيـر محاسـبه       nدانيم اندازه هر ضلع يك  مي
  شود. مي

AB Rsin Rsin Rsin / R
n n sin /

=  =  =  =
180 180 12 2 2 1 22 5

22 5
  

  :دانيم مي
cos

cos sin sin cos sin
- a

a = - a a = - a  a =2 2 2 1 22 1 2 2 1 2
2

  

a ،/22اگر به جاي    درجه قرار دهيم، داريم: 5

cos
sin /

-- -
= = =2

211 45 2 2222 5
2 2 4

  

S R ( )
sin / sin /

p p
=p =p = =

-
2 2

2
1
22 5 2 222 5

4

  

S ( )
p +

= ´  = p +
- +
4 2 2 2 2 2

2 2 2 2
  

  
 متوسط         »1«گزينة  - 35

P AB AC BC P /= + + = + + =  =2 7 3 5 15 7 5  

  باشند. با هم برابرند و هر كدام برابر نصف محيط مي AFو  AEدانيم  مي

AE AB BE / BE BE / BD= +  = +  = =7 5 7 0 5  

AF AC CF / FC FC / DC= +  = +  = =7 5 3 4 5  

  

          BD BE /

BC FC /
= = =

0 5 1
4 5 9
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 آسان         »4«گزينة  - 36
AEروي دايره، محيط مثلث همچنان ثابت و برابـر   Dبا تغيير نقطه  AF=2 2 

  كند. است، اما مساحت مثلث تغيير مي

  

 ردشوا         »1«گزينة  - 37
  الاضلاع: در مثلث متساوي

  مركز دايره محيطي با  مركز دايره محاطي داخلي، يكي است.  )1

  هاي محاطي خارجي با دايره محاطي داخلي مماس خارج هستند. ) تمام دايره2

ــره محــاطي داخلــي و محيطــي و محــاطي خــارجي يــك مثلــث  3 ) شــعاع داي

rبـــه ترتيـــب  aالاضـــلاع بـــه ضـــلع  متســـاوي a=
3
6

 ،R a=
3
3

و  

ar a=
3
2

  است. 

a
aOO r r a a OO=¢ ¢= + = + ¾¾¾¾ = + =33 3 1 3 2

6 2 2 2
  

  

 متوسط         »3«گزينة  - 38
  س:مركز دايره محيطي وسط وتر است پ الزاويه، در مثلث قائم

oU»Â‰Ãd¶( R )=
2

  

BC AB AC BC= + = + =  =2 2 2 3 9 12 2 3  

BC
R = = =

2 3 3
2 2

  

  

 متوسط         »4«گزينة  -39
S R R R R=p  p =p  =  =2 2 2 44 3 4 3 2 3  

برابـر   aالاضـلاع بـه ضـلع     دانيم شعاع دايره محيطي در يك مثلث متساوي مي

a
3
3

  است. 

R a a a=  =  =4
4

3 3 62 3
3 3 3

  

a23برابر  aالاضلاع به ضلع  مساحت مثلث متساوي
4

  است. 

S ( )D = = ´ =2
4

3 6 3 36 9
4 4 33

  

  

 دشوار         »3«گزينة  - 40
) مركز دايـره محـاطي داخلـي اسـت و     Oمحل تلاقي نيمسازهاي داخلي (نقطه 

، مركز دايره محاطي Cو  Bبا نيمسازهاي خارجي  Aمحل تلاقي نيمساز داخلي 

 BCروي ضـلع   Oمماس است كه تصوير نقطه  BCخارجي است كه به ضلع 

  است. Eنقطه  BCروي ضلع  ¢Oت و تصوير نقطه اس Dنقطه 

  
  روش اول:  

P AB BC AC P= + + = + + =  =2 5 8 7 20 10  

BD P AC= - = - =10 7 3  

AT AT P¢= = =10  

AT AB BT BE BE= +  = +  =10 5 5  

DE BE BD= - = - =5 3 2  

  است. ACو  ABفاضل دو ضلع برابر قدرمطلق ت DEروش دوم: همواره طول 

DE | AC AB | | | DE= - = -  =7 5 2  
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 متوسط         »1«گزينة     - 41
P AB AC BC P= + + = + + =  =2 8 9 13 30 15  

x AM p a x= = - = -  =15 13 2  

y BM p b y= = - = -  =15 9 6  
x

y
= =

2 1
6 3

  

  

 آسان         »3«گزينة  - 42
AM P BC P P= -  = -  =4 15 19  

P ( )= =2 2 19 38  

  

 متوسط         »4«گزينة  - 43
  :باشد پس الساقين، ارتفاع وارد بر قاعده، ميانه هم مي در مثلث متساوي

BC
BH HC= = = 4

2
  

ABH :AB AH BH AH

AH AH

D
= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2
25 16

9 3
  

ABC
S AH BC SD = ´ = ´ ´  =

1 1 3 8 12
2 2

  

P AB AC BC P= + + = + + =  =2 5 5 8 18 9  

تـرين ضـلع مثلـث     ه بزرگاي است كه ب ترين دايره محاطي خارجي، دايره بزرگ

  مماس است.

                   a
S

r
P a

= = =
- -

12 12
9 8

  

  

 متوسط         »2«گزينة  - 44
باشد، شعاع داخلي از رابطه  chو  bhو  ahاگر 

a b cr h h h
= + +

1 1 1 به  1

  يد.آ دست مي

r
r

+ +
= + + = = =  =

1 1 1 1 4 3 2 9 3 4
3 4 6 12 12 4 3

  

 دشوار         »1«گزينة  - 45
  ها است. دانيم در هر مثلث، نسبت اضلاع برابر عكس نسبت ارتفاع مي

a a a

b c

h hb c
b c a

a a h h
¸+ = ¾¾¾ + =  + =3 3 3  

a ah h

b c a a b c ah h h h h h h

+
¸¾¾¾ + = ¾¾¾ + + =

1
1 1 3 1 1 1 4  

a a

r
/

r h h
 =  = =

1 4 1 0 25
4

  

 متوسط         »4«گزينة  - 46
Sدانيم شعاع دايره محاطي داخلي  مي

r
P

و شعاع دايره محاطي خارجي نظير  =

aاز دستور  Aرأس 
S

r
P a

=
-

  آيد. به دست مي 

P a b c P= + + = + + =  =2 7 6 11 24 12  

a

S
r P aP

Sr P
P a

- -
= = = =

-

12 7 5
12 12

  

 متوسط         »4«گزينة  - 47
شـعاع   rمحـاطي خـارجي و    هاي هاي دايره شعاع crو  brو  arدانيم اگر  مي

دايره محاطي داخلي مثلث باشد رابطه 
a b cr r r r
+ + =

1 1 1   برقرار است. 1

r
r

+ +
= + + = =  =

1 1 1 1 4 6 3 13 36
9 6 12 36 36 13

  

Sشعاع دايره محاطي داخلي از دستور 
r

P
  آيد. به دست مي =

S
r P P

P P P
=  =  =  =  =

36 144 1 4 52 2 104
13 13

  

 متوسط         »3«گزينة  - 48
هـاي   شـعاع  crو  brو  arسه ارتفـاع يـك مثلـث و     chو  bhو  ahاگر 

  داريم: ،شعاع دايره محاطي داخلي باشد rاي محاطي خارجي و ه دايره

a b c

a b c a b c

a b c

r r r r

h h h r r r

h h h r

üïï+ + = ïïïï  + + = + +ýïï+ + = ïïïïþ

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1
  

cr
 + + = + +

1 1 1 1 1 1
12 15 20 10 30

  

c
c c

r
r r

´¾¾¾ + + = + +  =  =60 60 605 4 3 6 2 4 15  
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 متوسط         »1«گزينة  - 49
رو به ان ضلع برابـر قطـر    زاويه روبه sinدر هر مثلث نسبت اندازه هر ضلع به 

  دايره محيطي است.
a

R R R
sinA

=  =  =
202 2 201
2

  

  

 دشوار         »3«گزينة    - 50
توان رسم كرد كـه طـول    مماس بر دايره مي 2دانيم از هر نقطه خارج دايره،  مي

  :ها با هم برابر است پس اين مماس

BM BP MC CN= =  = = - =4 10 4 6  
APو  AN x= ABصـورت   است در اين = x= ACو  4+ x= و  6+

BC=10 .است  

AB AC BC ( x) ( x)+ =  + + + =2 2 2 2 2 24 6 10  

x x x x x x + + + + + =  + - =2 2 216 8 36 12 100 2 20 48 0  

  ¡¡—x
x x (x )(x )

x
¸ ì =-ïï¾¾ + - =  + - = íï =ïî

2 2 12
10 24 0 12 2 0

2
  

        AC x= + = + =6 6 2 8  
  

  
  
  
  
  
   

  
  1آزمون تشريحي                      

  
 آسان    - 1

  ب) نادرست  درست  آ)

  نادرست ت)  پ) درست

 آسان    - 2
  ب) كمان  درجه 90  آ)

  ت) مربع  RR¢2پ) 

 متوسط    - 3
و  Aكنيم تا مطابق شكل دايره را در  مركز دايره وصل مي Oبه نقطه  Pاز نقطه 

B  قطع كندA ترين نقطه روي دايره تا  نزديكP   است كـهPA= اسـت و   2

  عمود است. PT بر خط OTدانيم  مي

OTP :OP OT PT PT
D

= +  = +2 2 2 225 9  

                          PT PT =  =2 16 4  

 آسان    - 4
OA R m m m>  - >  >  >3 2 7 3 9 3  

  

 آسان    - 5
R ( )

S S S
ap p

=  =  = p
2 236 20 40

360 360
  

  

 متوسط    - 6
دانيم اگر از مركز دايره به  كنيم، مي عمود مي ABمركز دو دايره به  Oاز نقطه 
  كند. تر عمود كنيم، آن وتر را نصف مييك و

OH MN MH HN^    تر : در دايره كوچك=
OH AB AH HB^    تر : در دايره بزرگ=

MH NHAM MH HN BN AM BN= + = + ¾¾¾¾¾ =  

  

 متوسط    - 7
AB BC CD DE EA= = = =  

    AB BC CD DE EA = = = = = = 
360 72
5

  

    AE BCD AE BC CD+ + + + +
a = = = =

 a = 

36 36 36 108
2 2 2 2

54
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 واردش    - 8
Z Z+ =  =220 360 140  

Zˆ ˆM M
- -

= = =  =1 1
220 220 140 80 40

2 2 2
  

ˆ ˆM M= =1 2 40  
y x y x

M̂ y x

x y x y

ü- - ïï=  =  - = ïïýïï+ + + =  + = ïïþ

2 40 80
2 2

60 80 360 220
  

y ,x BE = =  = 150 70 70  

  

 دشوار    - 9
BE EA EC ED x x⋅ = ⋅  ´ = ´  =4 2 10 5  

MT MA MB y(y x)= ⋅  = + +2 26 4  
x

y y y y
=¾¾¾ = +  + - =5 2 236 9 9 36 0  

¡¡—y
(y )(y )

y

ì =-ïï + - =  íï =ïî

12
12 3 0

3
  

  

 آسان    - 10
OO¢ =1  
R R /¢+ = +3 5 5 2  
| R R | /¢- = -3 5 0 8  

|دو دايره متقاطع هستند  R R | OO R R¢ ¢ ¢- < < +   

 متوسط    - 11
TT OO (R R ) ( )¢ ¢ ¢= - + = - + = -2 2 2 217 8 7 289 225  

TT¢=  =64 8  

 متوسط    -12
رو با هـم برابـر هسـتند و     وع اضلاع روبهاگر يك چهارضلعي محيطي باشد، مجم

=Pبرابر نصف محيط است (   محيط) 2
AB DC AD BC P P P+ = + =  + =  =11 8 19  

P =2 38  

  

 دشوار   - 13
ˆBC AB AC A= +  =2 2 2 90  

S AB AC= ´ = ´ ´ =
1 1 8 15 60
2 2

  

P AB AC BC P= + + = + + =  =2 8 15 17 40 20  
s

r r
p

= =  =
60 3
20

  

r ( )=p =p = p2 23   محاطي داخلي مساحت دايره 9

  

 دشوار   - 14
ABاگر فرض كنيم  a= DCو  2 b= AQدانـيم   است مي 2 QB a= و  =

DN NC b=  ـ 2است و از هر نقطه خارج دايره  = تـوان   ره مـي مماس بر داي

  ها با هم برابر است. رسم كرد كه طول مماس

  
DN DM b,AQ AM a= = = =  

ˆالساقين  هر ذوزنقه متساوي ˆA B= = a2  وˆD̂ C= = b2 .است  

ˆ ˆˆ ˆA B C D

¸

+ + + =  a+ a+ b+ b=

¾¾ a+b= 4
360 2 2 2 2 360

90
  

در مثلـث  دانيم مركز دايره محاطي داخلي، محل تلاقي نيمسازها است پـس   مي

OAD :داريم  


ˆ ˆ ˆˆ O Oa +b+ =  = 

90
180 90  

و شعاع وارد بر خط مماس در نقطه تماس بر خـط ممـاس عمـود اسـت پـس      

M̂= 90 الزاويه ارتفـاع وارد بـر وتـر واسـطه      دانيم در مثلث قائم است و مي

  :هاي به وجود آمده است پس خط هندسي بين پاره

OM AM MD R ab R ( a)( b)= ´  =  =2 2 24 2 2  

R AB DC = ´24  

 متوسط   - 15

a b ch h h r r
+ + =  + + =

1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 4

  

r
r r

+ ++
 =  =  =

6 4 3 1 13 1 12
12 12 13
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  2آزمون تشريحي                         
  
 آسان    - 1

  ب) درست  درست  آ)

  ت) درست  پ) نادرست

 آسان    - 2
  ب) شعاع وارد بر آن نقطه عمود باشد  با هم برابرند  آ)

  محيطيت)    پ) متخارج

 متوسط    - 3
اي به يك وتر از همان دايره عمود كنـيم، آن وتـر را    دانيم اگر از مركز دايره مي

  كند. نصف مي

                           AB
AH HB= = =15

2
  

OAH :OA OH AH

OH OH

D
= +

 = +  - =

2 2 2

2 2 2 217 15 289 225
  

                        OH OH =  =2 64 8  

 آسان    - 4
  AB ABˆdAB x AB x=  + =  = +2 60 4 120
2 2

  ظلي 

Ô AB x= = +4   مركزي120

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ ˆˆOAB:OA OB R B A x
D

= = ¾¾¾¾¾ = = +1 3 10  

ˆ ˆˆA B O x x x+ + =  + + + + + =1 180 3 10 4 120 3 10 180  

x x =  =10 40 4  

  
  

  

 دشوار    - 5





¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

ÂŠId¶

Â±Ë

ˆˆABC :AC AB B C

AD
B̂

ˆB̂ A
AD

Â

D üïïï= ¾¾¾¾¾ = ïïïüï ïï ïïï= ýïï ïï ï =ý ïï ïï ïï ï= ï ïï ïïþ ïþ

1

1

2

2

  

.SwH#¸Ã¤Iv²H#Á»IvT¶## W±X¶ˆ ˆA C ADC = 1  

  

 متوسط    - 6
ABاگر فرض كنيم  x= گاه  آنBC x= 2.  

 

 

BC AD x x ˆ x

BC AD x x
x

üï+ + ïïb= =  b= ïïï  b= aýïï- - ïa = =  a = ïïïþ

3 2
2 2 2

3
2 2

  

  

 دشوار    - 7
Nبا فرض  x=  وAM y= :داريم  

AB BP BN ( x) x x= ⋅  = ´ +  = +  =2 16 2 2 8 2 6  

CN CP CM CA ( y) y y⋅ = ⋅  ´ = +  = +  =1 7 11 7 1 6  

BC BP PN CN= + + = + + =2 6 1 9  

CA CM MA= + = + =1 6 7  

‰Ãd¶ABC AB BC AC= + + = + + =4 9 7 20  
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 متوسط    - 8
ــزرگ   ــره ب ــعاع داي ــر ش ــر  اگ ــك  ¢Rت ــره كوچ ــعاع داي ــر  و ش ــد  Rت باش

OO R R¢ ¢= - = 3  

R R (R R)(R R ) R R¸p¢ ¢ ¢ ¢p = p -p ¾¾¾ = - +  + =
2 2

3
21 21 7  

         R R
R

R R

ì ¢- =ïï ¢ =íï ¢ + =ïî

3 5
7

  

                                  R = 2  
  

 متوسط    - 9
TT OO (R R ) OO ( )¢ ¢ ¢ ¢= - -  = - -2 2 215 14 6  

OO OO OO¢ ¢ ¢ = -  =  =2 2225 64 289 17  

 آسان    - 10
  مماس مشترك دارند كه مماس برون باشند 3دو دايره زماني 

OD R R m m m¢= +  = + + +  + =12 2 1 2 3 3 12  

m m =  =3 9 3  

 دشوار    - 11
MB MA MC MD x (x x ) x x⋅ = ⋅  ´ = ⋅ + +  = +23 12 1 36 2  

¡¡—

x
x x (x )( x )

x

ì =ïïïï + - =  - +  íï =-ïïïî

2
4

2 36 0 4 2 9 9
2

  

MT MB MA y y= ⋅  = ´ =  =2 2 3 12 36 6  

  

 دشوار    -12
AB BC AC AB BD DC AC+ + = + +  + + + =6 9 7 22  

AB BT CT AC AT AT¢ ¢ + + + =  + =11 22  

AT AT =  =2 22 11  

AT AB BT BD BD= +  = +  =11 6 5  

  

 متوسط   - 13
كنـد، حتمـاً نيمسـاز     نيمساز داخلي يك چهارضلعي از يك نقطه عبور مي 3وقتي 

گذرد يعني نيمسـازها همرسـند و چهارضـلعي     مان نقطه ميزاويه چهارم نيز از ه
  محيطي است و در چهارضلعي محيطي، مجموع هر دو ضلع مقابل با هم برابرند.

AB CD BC AD x x+ = +  + = +  =8 10 9 9  

  

 متوسط   - 14

a b cr r r r r
+ + =  + + =

1 1 1 1 1 1 1 1
3 4 6

  

r
r r

+ +
 =  =  =

1 4 3 2 1 9 4
12 12 3

  

  
  
  
  
  
  پايانيتستي آزمون                         

  

 دشوار  »2«ة گزين  - 1
AB BC CD DE EA= = = =  

    AB BC CD DE EA = = = = = =
360 72
5

  

BC
a = = =

72 36
2 2

  

( )= a = =5 5 36   مجموع زوايا 180

 

 متوسط  »1«ة گزين  - 2
  رو به آن است دانيم اندازه هر زاويه ظلي نصف كمان روبه مي

   AB BC CD DAˆ ˆˆ ˆA B C D
+ + +

+ + + = = =1 1 1 1
360 180

2 2
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 آسان  »2«ة گزين  - 3
  

 R
| AB |

ap p´ p
= = =

60 2 2
180 180 3

  

  

 متوسط  »1«ة گزين  - 4
=P̂باشد با  Q̂=aاگر  a3  است با فرضAC y= :داريم  

 

 

BD AC
x y

x y
BD AC

x y

üï- ïïa =  a = - ïïï  = a  = aýïï+ ïa =  a = + ïïïþ

2
2 4 2

3 6
2

  

    
   AC CD DB AB

y x

+ + + =

 + + + =

360

72 48 360
  

           a =  a=6 240 40  

               BD x= = a = 4 160  

  

 آسان  »3«ة گزين  - 5
ˆ ˆˆC B A x x+ + =  + + =  =2 180 10 120 180 50  

  

 آسان  »4«ة گزين  - 6
O  را بهA كنيم وصل مي.  

ˆ ˆAOB :OA OB R A B

ˆ ˆAOC :OA OC R A C

ˆ ˆ ˆA A A

D

D

üïïï= =  = = ïýïïï= =  = = ïþ

 + =  = 

1

2

1 2

20

40

60 60

  

      
  BC BC

Â BC=  =  =60 120
2 2

  

 دشوار  »2«ة گزين  - 7
u²IU AB MB MB

AB || DC
DC MC MB

¾¾¾ =  =
+

8
12 5

  

MB
MB MB MB

MB
 =  = +  =

+
2 3 2 10 10
3 5

  

MT MB MC MT MT= ⋅  = ´ = = ´  =2 2 10 15 150 25 6 5 6  

  

 دشوار  »2«ة گزين  - 8
  .كنيم وصل مي Aو  Oبه  Mاز نقطه 

M̂= 90 محاطي رو به قطر  
ايـم، آن وتـر بـه قسـمت      عمود كـرده  ADتر به وتر  چون از مركز دايره بزرگ

MAمساوي تقسيم مي شود يعني  MD=    است و بـراي دو وتـرAD  وBC 
  اند، داريم: داخل دايره قطع كرده Mكه يكديگر را در نقطه 

MA MD
MA MD MB MC MA MB MC

=⋅ = ⋅ ¾¾¾¾¾ = ⋅2  

  

 آسان  »1«ة گزين  - 9
R R /¢+ = +5 2 3 6  
| R R | /¢- = -5 2 0 8  

|دو دايره متقاطع هستند  R R | OO R R¢ ¢ ¢- < = < + 1  

 آسان  »4«ة گزين  - 10
R R d

d d
R ,R d R R

R R d

ì + =ïïïï  = =  + =íï + =ïïïî

1 2
1 2 1 2

1 2

3 4 4 3 13
11 3 4 122
6

  

d
R R- =2 1

5
12

  

| R R | OO R R¢ ¢ ¢- < < +   
  .مماس مشترك دارند 2دو دايره متقاطع هستند و 

 آسان  »3«ة گزين  - 11
TT OO (R R ) TT ( )¢ ¢ ¢ ¢= - +  = - +2 2100 5 3  

TT¢=  =36 6  
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 متوسط  »4«ة گزين  -12
DB BC x= =  

AC CB CD AC x x AC x= ⋅  = ´  =2 2 2 2  

AC x

BC x
= =

2 2  

  

 دشوار  »4«ة گزين - 13
رو با هـم برابـر اسـت، اگـر      دانيم در چهارضلعي محيطي، جمع دو ضلع روبه مي

ABفرض كنيم  a=  وCD b= :داريم  

AD BC
AB CD AD BC a b AD

=+ = + ¾¾¾¾ + = 2  

a b
AD

+
 =

2
  

ــاع ــاي  ارتفــ ــي BQو  AHهــ ــم مــ ــيم  را رســ ABكنــ HQ a= و  =

b a
DH QC

-
= =

2
رو بـه   الزاويه ضلع روبـه  دانيم در مثلث قائم است و مي 

60 ،3رو به زاويه  نصف وتر و ضلع روبه 30زاويه 
2

  وتر است. 

b a a b
DH AD b a a b b a

- +
=  =  - = +  =

1 2 2 3
2 2 4

  

P AB DC a b a= + = + = 4  

  
الساقين  دانيم اگر يك ذوزنقه هم محيطي و هم محاطي باشد (ذوزنقه متساوي مي

ضرب واسطه حسابي در واسـطه   همواره محاطي است) مساحت آن برابر حاصل

  ها است. هندسي قاعده

b aa b
S ab S a a a

=+
= ¾¾¾ = ´ =3 22 3 2 3

2
  

S a
r a a

P a
=  =  =  =

22 3 42 4 3
4 3

  

S a= = ´ = =2 16 32 3 322 3 2 3
3 3 3

  

 دشوار  »2«ة گزين - 14
ˆچون  ˆB D+ = 180  پسˆ ˆA E+ =1  ADEBدر نتيجـه چهارضـلعي    180

خـارج دايـره قطـع     Cهمديگر را در نقطـه   BEو  ADمحاطي است و دو وتر 

  اند پس داريم: كرده

CD CA CE CB ( x)´ = ´  ´ + = ´14 14 7 32  

x x
¸¾¾¾ + =  =14 14 16 2  

  

 دشوار  »2«ة گزين - 15
تر اسـت و هرگـاه از    تر است به مركز دايره نزديك دانيم هر وتري كه بزرگ مي

كنـد   مركز يك دايره به يك وتر از همان دايره عمود كنيم آن وتر را نصف مـي 

AH HB=.  

تـر ممـاس اسـت     تر كه به دايره كوچـك  ه بزرگترين فاصله وتري از داير بيش

=OHاست كه  OHبرابر  + =4 8 12.  

OAH :OA AH OH AH

AH AH

D
= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2
169 144

25 5
  

AB AH= =2 10  

  

 متوسط  »3«ة گزين - 16
گـذرد، وتـري اسـت كـه بـه قطـر        مي Mترين وتري از دايره كه از نقطه  كوتاه

  . عمود باشد Mعبوري از 

OA OH AM AM

AM AM

= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2
25 9

16 4
  

                         AB AM ( )= = =2 2 4 8  

 متوسط  »1«ة گزين - 17
همواره طول مماس مشترك داخلي دو دايره از طول مماس مسترك خارجي آن 

  باشد. تر نمي بزرگ

TT OO (R R ) (R )¢ ¢ ¢= - +  - +2 2 2 210 1  

(R ) (R ) R R = - +  + =  + =  =2 264 100 1 1 36 1 6 5  
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 متوسط  »3«ة گزين -18
a

R R R R
sinA

=  =  =  =
4 32 2 8 2 4
3
2

  

S R ( ) S=p =p  = p2 24 16  

  

 متوسط  »2«ة گزين  - 19
اســت اگــر  180رو  دانــيم در چهارضــلعي محــاطي مجمــوع زوايــا روبــه مــي

Â= 102  وB̂= 75  باشــد چــونˆ ˆA B+ ¹ 180  اســت پــسA  وB 
  رو هم نيستند. هروب

ˆ ˆ ˆA C C C+ =  + =  = 180 102 180 78  
ˆ ˆ ˆB D D D+ =  + =  = 180 75 180 105  

=D̂پس  105 ترين زاويه چهارضلعي است. بزرگ  

 متوسط  »1«ة گزين - 20

a b cr r r r r r

+ +
+ + =  + + =  =

1 1 1 1 1 1 1 1 4 3 2 1
6 8 12 24

  

r r =  =
24 8
9 3

  
 

  
  
  
  
  
  آزمون پلاس              

  
 »2«گزينة  - 1

C  را بهB كنيم،  وصلˆEBC     محاطي رو به قطـر اسـت پـسˆEBC= 90 

  داريم: EBCالزاويه  است در مثلث قائم

)1(  BE
cosx

EC
=  





p pÂŠId¶

ÂŠId¶

( )

ADˆB̂ C
BE

ABE EDC K K cosx
ECBCˆ ˆA D

D D

üïïï= = ïïï  = ¾¾ =ýïïï= = ïïïþ

 12

2

  

                  AEB

EDC

S

K cos x
S

D

D
= =2 2  

  

 »3«گزينة  - 2
M  را بهA  وB كنيم صل ميو.  

ˆAMB=   به قطررو  روبهمحاطي  90
كنـيم فـرض كنـيم     ، ارتفاع وارد بر وتر را رسم ميAMBالزاويه  در مثلث قائم
AH x=  باشد، در اين صورتHB x=   است. 13-

MH AH HB x( x) x x= ´  = -  - + =2 236 13 13 36 0  
x

(x )(x )
x

ì =ïï - - =  íï =ïî

4
9 4 0

9
  

>xچون 
13
2

xاست پـس    = =DMيعنـي   4 =NCو بـه طريـق    4 4 

  است.

          MN DC (DM NC)

( )

= - +

= - + = - =13 4 4 13 8 5
  

  

 »1«گزينة  - 3
B  را بهD كنيم، زاويه  وصل ميD  محاطي رو به قطر است پسD̂= 90.  

   pIvμÃº ¾Ã…¤ u§– AC CDˆ ˆED EH B B AC CD= ¾¾¾¾¾¾ =  =  =1 2 2 2
  

  است پس داريم: 360مجموع زوايا  HEDBدر چهارضلعي 
ˆ ˆ ˆB B B B+ + + =  =  = =1 290 110 90 360 70 35  

 AC CD = = 70  
    AC CD DB DB DB+ + =  + + =  =180 70 70 180 40  

 AC BD- -
a = = = 

70 40 15
2 2

  

  

 »4«گزينة  - 4
   AB CD CDˆAEB CD

+ +
=  =  =

10060 20
2 2

  

DCˆ ˆB B= =  =
20 10

2 2
  

FHاگر فرض كنيم  x= گاه  آنFG x= تـر   است و در دايره كوچك 180-

  داريم:

  

 FG FH x x
B̂

x

- - -
=  =

 = -

18010
2 2

20 180 2
  

               x x =  =2 160 80  
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 »1«گزينة  - 5
B  را بهN كنيم، زاويه  وصل ميN به قطر است پس  محاطي روN̂= 90  

pp ³.H
¥oTz¶

ˆ ˆO N AM AO
AOM ABN

ˆ ˆ AB ANA A

D Düï= = ïï ¾¾ ¾¾ =ýï= ïïþ

90
  

AM
AM AM / =  = =  =

5 50 25 6 25
10 8 8 4

  

  

 »2«گزينة  - 6
ABكنـيم چـون    اي رسم مـي  دايره 5و شعاع  Aبه مركز  AD= = اسـت   5

  هم روي اين دايره است. Cكنيم  باشد، ثابت مي حتماً روي اين دايره مي

  Â BCD BCD BEC=  =  = - =100 360 100   مركزي 260

C روي دايره است.
BED

Ĉ= = 130
2

  

ACپس  R= =   .است 5

  

 »4«گزينة  - 7
=BCقاعده  شـود كـه ارتفـاع آن     ثابت است و زماني مساحت ماكزيمم مي 6

در دايـره   BCبـر   بايـد روي قطـر عمـود    Aماكزيمم شود و براي اين منظـور  

دانيم قطر عمـود بـر وتـر، آن را نصـف      قرار گيرد كه مي ABCمحيطي مثلث 

ˆكند پس  كند و كمان آن را هم نصف مي مي ˆA A= =1 2 30.  

              
BH

tanA
AH AH

AH

=  =

 =

1
3 3
3

3 3
  

S AH BC= ´ = ´ ´ =
1 1 3 3 6 9 3
2 2

  

  

 »3«گزينة  - 8
A  را بهN كنيم، چون  وصل ميN  ،محاطي رو به قطر استN̂= 90  

ANP : PA PN AN NA
D

= +  = +2 2 2 2100 36  
NA NA =  =2 64 8  

PB PN PM PA PB / PB⋅ = ⋅  ´ = ´  =6 5 4 10 9  
BN BP PN= + = + =9 6 15  

NBA :BA BN NA ( R)
D

= +  = + =2 2 2 22 225 64 289  
R R / =  =2 17 8 5  

  

 »3«گزينة  - 9
  روش اول:

OAO :OO OA O A OO
D

¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 64 16 80 80  

TT OO (R R ) ( )¢ ¢ ¢= - - = - - = - = =2 280 8 4 80 16 64 8  
¢OAOˆمتقاطع باشند و  Aروش دوم: اگر دو دايره در نقطه  = 90  باشد طول

TTمماس مشترك خارجي دو دايره از دستور  RR¢ ¢=   آيد. به دست مي 2
TT RR TT¢ ¢ ¢= = ´ ´ =  =2 2 4 8 64 8  

  

 »2«گزينة  - 10
محـاطي رو بـه قطـر     Eو  Dگذرد چـون   مي Eو  Dحتماً از  BCدايره به قطر 

ˆهستند كه  ˆD E= = از ايـن دايـره در    CDو  BEاست و امتداد دو وتـر   90
  اند پس داريم: خارج دايره همديگر را قطع كرده

AE AB AD AC x(x ) (x )(x )⋅ = ⋅  + = - +5 1 9  
x x x x x x + = + -  =  =2 25 8 9 3 9 3  
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 »4«گزينة  - 11
O  را بهO¢ كنيم. وصل مي  

ƒƒƒ

³.H

¥oTz¶

OA OB

O A O B OAO OBO

OO OO

Ôˆ ˆO O

Ôˆ ˆO O

D D
ü= = ïïïï¢ ¢ ¢ ¢= = ¾¾¾¾ @ýïï¢ ¢ï= ïþ

ìïï = =ïïïï¾¾ íï ¢ïï ¢ ¢= =ïïïî

1 2

1 2

3
3

2

2

  

ˆOA OˆOAO tanO tan
O A

D ¢
¢ ¢= =  = =

¢1
3 3

2 3
  

Ô
Ô

¢
¢ =  = 60 120

2
  

 Ô R
| AB | | AB |

¢ ¢´p p´ p
= =  =

120 3 2 3
180 180 3

  

  

 »1«گزينة  -12
را  BCخـط وتـر    دانـيم ايـن پـاره    كنيم، مي عمود مي BCاز مركز دايره به وتر 

BHكند يعني  نصف مي HC= = 6.  

OBH :OB OH BH OH

OH OH

D
= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2

100 36

64 8
  

OHA :OA OH HA HA
D

= +  = +2 2 2 2289 64  
HA HA =  =2 225 15  

OH
OHA : tan tan

HA

D
a =  a =

8
15

  

tan
tan

tan

a
a = = = =

- a -
2

16 16
2 24025 152 64 161 1611 1

225 225

  

  
  

  

 »3«گزينة  - 13
ÁpH¼¶ ‡¼‰iJn¼¶ ˆ ˆAB || DC, AC A C¾¾¾¾¾ =1 1  

pp
tHn ¾M ®MI£T¶

ˆ ˆA C
AMB MDC

ˆ ˆM M

D Düï= ïï ¾¾ýï= ïïþ

1 1

1 2
  

³.H AM AB
DC

MC DC DC
¾¾ =  =  =

3 6 18
9

  

  رسم شده است بنابراين داريم: PDو قاطع  PB، مماس Pاز نقطه 

PB PC PD PB PB= ⋅  = ´ =  =2 2 6 24 144 12  

  
  

 »2«گزينة  - 14
از دايـره   8كنيم كه وسط وتـري بـه طـول     ابتدا مكان هندسي نقاطي را پيدا مي

(مركز دايره) به وسط وتر وصل كنيم بر  Oدانيم اگر از نقطه  تر باشد، مي بزرگ

  آن عمود است.

OAH :OA AH OH OH

OH OH

D
= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2
25 16

9 3
  

Cدو دايره  (O , )¢ ¢ Cو  2 (O, )¢¢ ¢OOچون  3 =   است و 2

 | R R | OO R R¢¢ ¢ ¢ ¢¢- < < + ( OO )¢< <1 ــتند و دو  5 ــاطع هسـ متقـ

   مشترك دارند. مماس
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 »1«گزينة  - 15
Oهــاي  شــعاع P¢¢  وO N¢  وOM  بــر خــطD  عمودنــد ازO¢¢  بــهOM  

Oكنـيم   عمود رسم مي P HN QM¢¢ = = = Oپـس   2 H¢ = - =4 2 و  2

OQ= - =6 2 ــره    4 ــون داي ــت چ ــتند    ¢Cو  Cاس ــارج هس ــاس خ مم

OO R R¢ ¢= + = + =6 4 10.  

u²IU O O O H
OQO :O H || OQ

O O OQ

D ¢¢ ¢ ¢
¢¢ ¢ ¾¾¾ =

¢¢
  

O O
O O O O O O

O O

¢¢ ¢
¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¢ =  = +  =

¢¢ ¢ +
2 2 10 10

10 4
  

R BC R BC BC¢ ¢¢ + + =  + + =  =10 4 2 10 4  

  

 »3«گزينة  - 16
الزاويـه اسـت،    شكل حاصل از برخورد نيمسازهاي داخلي ذوزنقه يك كايت قائم

الزاويـه   باشد، پس چون در مثلث قـائم  رگ كايت نيمساز هم ميدانيم قطر بز مي

60 ،3رو بـه زاويـه    نصف وتر و ضلع روبـه  30رو به زاويه  ضلع روبه
2

وتـر   

ــرض   ــا فــ ــت پــــس بــ MPاســ x= ــم  2 MQداريــ MN x= و  =
QP PN x= = قائمـه اسـت شـعاع     Nدر رأس  MNPچون مثلـث   3

MPدايره محيطي نصف وتر است يعني  x
R x= = =

2
2 2

.  

s MQ MN x x x x
r r

p MQ QP x x x( )

´ ´
= = = =  =

+ + + +

23 3 3
3 1 3 1 3

  

R x R

r rx

+ +
= =  =

+

1 3 3 3
33 3

1 3

  

               

  
 

 »1«گزينة  - 17
O  را بهT  وT¢    ًوصل كنـيم حتمـاˆ ˆT T¢= = اسـت چـون چهارضـلعي     90

ATOT¢  زاويه قائمه اسـت و طـول عـرض آن بـا هـم برابـر اسـت         4داراي

OT OT R¢= = = ATپس مربع است بنابراين  3 AT¢= = 3.  

AT P P=  = 3  

a
s

r a a
p a a

=  =  - =  =
- -

63 3 2 1
3

  

aالزاويه نصف وتر است پس  شعاع دايره محيطي مثلث قائم
R = =

1
2 2

  

  

 »1«گزينة  -18
O  را بهA كنيم چون از مركز دايره به وتر  وصل ميAB  عمود شده است پس

AH HB= دانيم قطـر   است و ميAC      باشـد و   مربـع، قطـر دايـره هـم مـي

Âهستند پس  قطرهاي مربع نيمساز = 1 Ôدر نتيجه  45 =1   است. 45

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ˆ ˆOAH :O A AH HO
D

= ¾¾¾¾¾ =1 1  

AO OH AH R OH R OH= +  =  =2 2 2 2 22 2  

OH HE OH ( )OH OH + =  - = -  =2 2 1 2 1 1  

R OH ( ) R= = =  =2 2 22 2 1 2 2  
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 »2«گزينة  - 19
باشد پـس   اعده، ميانه هم ميدانيم، ارتفاع وارد بر ق الساقين مي در مثلث متساوي

BC
BH HC= = = 8

2
AB، اگر فرض كنيم  AC x=   داريم: =

ABH :AB AH BH x AH AH x
D

= +  = +  = -2 2 2 2 2 264 64  

AH BC x
S x

´ - ´
= = = -

2 24 16 8 64
2 2

  

p x x p x= + +  = +2 16 8  

s x
r x x

p x

-
=  =  + = -

+

2 28 8 64 8 3 64
3 8

  

x x x x x + + = -  - - =2 2 216 64 9 576 8 16 640 0  

¡¡—
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï - - =  - + =  íï =-ïî

2 10
2 80 0 10 8 0

8
  

  

 »4«گزينة  - 20
=BQواضح است كه  =QCو  2 قطه خارج دايره دانيم از هر ن است و مي 3

  ها با هم برابر هستند. توان رسم كرد كه طول مماس مماس بر دايره مي 2

AP AS
AB AP PB

PB PQ

ü= = ïï  = + =ýï= = ïþ

2
4

2
  

DS DR
DC DR RC

CR CQ

ü= = ïï  = + = + =ýï= = ïþ

3
3 3 6

3
  

السـاقين محيطـي باشـد (چـون محـاطي هـم        دانيم اگر يك ذوزنقه متسـاوي  مي

ضـرب واسـطه حسـابي در واسـطه      باشد) مساحت آن برابر است بـا حاصـل   مي

 .ها هندسي قاعده

      

AB CD
S AB CD

´
= ⋅

+
= ´ ´

= ´ ´ =

2
4 6 4 6
2

5 2 6 10 6

  

  
 


