
   
   

 

 فصل دوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 1

  
  
  
  
  
  

  1بخش                 
  
 متوسط    - 1

ــه  Ox رويرا  Aنقطـــه  ــر  انتخـــاب مـــي Oyرا روي  Bو نقطـ ــيم. اگـ كنـ

¢=T(O) O ،¢=T(A) A  و¢=T(B) B :باشد  

  

IP²¼Š

IP²¼Š ƒ ƒ ƒ

IP²¼Š

³.H

T(O) O
OA O A

T(A) A

T(O) O
OB O B

T(B) B

T(A) A
AB A B

T(B) B

ˆ ˆOAB O A B O O
DD

üü¢ ï= ï ïï ¢ ¢¾¾¾ = ïý ïï¢= ïïþ ïïïü¢ ï= ïï ï¢ ¢¾¾¾ = ¾¾¾¾ý ýï ï¢= ï ïþ ïïïü¢= ï ïï ï¢ ¢¾¾¾ =ý ïï ï¢= ï ïþ þ

¢ ¢ ¢ ¢@ ¾¾ =

   

 متوسط    - 2
=¢طولپا است  Tچون تبديل  =90ˆ ˆA A.  

  نصف وتر است. 30رو زاويه  ضلع روبه

  
¢ ¢ ¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¢ ¢=  =  = =
¢ ¢ ¢ ¢

1 22
A C A C

sinB A C x , B C x
B C B C

   

B C A B A C x x¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= +  = +2 2 2 2 24 100  

x x x x =  =  =  =2 2 100 10 10 33 100 3 33
   

¢ ¢ ¢ ¢= ´  = ´ ´  =
1 1 10 3 50 3102 2 3 3S A B A C S S   

  

 دشوار    - 3
  .يمكن حالت بررسي مي 5مسئله را در 

  باشد. dموازي محور  ABخط  ) پاره1حالت 

  

AH BQ AA BB

AA
S(A) A AH A H ,AA d

BB
S(B) B BQ QB ,BB d

¢ ¢=  =


ü¢ ïï¢ ¢ ¢= = = ^ ïïï¾¾¾¾¾¾¾¾ýï¢ ï¢ ¢ ¢=  = = ^ ïïïþ

2

2

   

Ì°†¯HÁpH¼T¶ABB AAA BB , AA BB AB A B¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢=   =   
  نباشد. dروي محور  Bو نقطه باشد  dروي محور  A) نقطه 2حالت 

  
S(A)=صورت در اين A و¢=S(B) B :داريم  

¢ ¢=  = =90ˆS(B) B BH HB , H  

ƒ p ƒ ³.H

¥oTz¶

BH B H

ˆ ˆH H ABH AB H AB AB

AH AH

DD
ü¢= ïïïï ¢ ¢ý= = ¾¾¾¾ @ ¾¾ =ïïï= ïþ

1 2 90   

  را قطع كند. d، محور ABخط  ) امتداد پاره3حالت 
  

   ¢ =OA OA  2از حالت  
   ¢ =OB OB  2از حالت  

        = -
¢ ¢ ¢ ¢= - =

AB OB OA

OB OA A B
   

  را قطع كند. dمحور  Oدر نقطه  ABخط  ) پاره4 حالت
  

S(A)=¢ اگر A و¢=S(B) B:  
  ¢ =OA OA  2از حالت  
  ¢ =OB OB  2از حالت  

       = +
¢ ¢ ¢ ¢= + =

AB AO OB

A O OB A B
   

  باشد. dعمود بر  ABخط  ) امتداد پاره5 حالت
  

¢ ¢=  =S(A) A AH A H  
¢ ¢=  =S(B) B BH B H  

¢ ¢ ¢ ¢= - = - =AB AH HB A H B H A B  
  پس بازتاب يك تبديل طولپاست.
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 دشوار    - 4
  

       ¢ ¢=  = = 8S(A) A AQ QA  
ü¢= ïï ¢¾¾¾ = =ýï= ïþ

10IP²¼ŠS(A) A
OA OA

S(O) O
   

D
= +  = +2 2 2 2100 64AOQ :OA OQ AQ OQ   

 =  =2 36 6OQ OQ  

D D
¢ ¢

¢= ´ = ´ ´  =
1 1 6 16 482 2OAA OAA

S OQ AA S   

D
¢

¢= ´  = ´ ´
1 148 102 2OAA

S AH OA x  

 =  =96 10 9 6x x / 

 آسان    - 5
¢    - Aآ)  ¢=  =S(A) A S(A ) A  

S(A    -ب) خود آن نقطه  ) A¢ ¢ = - ¢ =(A) A   
  همنهشت -مثلث پ)

  ت) عمود يا موازي
  شمار بي -هستند خود آن نقاطث) 

 دشوار    - 6

  
 BCمحور بازتاب خطي است كه ، نقاط ثابت بازتاب هستند، پس Cو  Bچون نقاط 

كنيم و  عمود مي BCبه  A، از A¢دست آوردن نقطة  بر آن منطبق است و براي به

¢دهيم پس  به اندازه خودش ادامه مي
¢= = 2

AA
AH A H  كهAH   ارتفـاع وارد

  است. ABCبر وتر در مثلث 

= + = + =  =2 2 2 144 256 400 20BC AB AC BC   
´ = ´ =  ´ = ´  =2 20 12 16 9 6AH BC AB AC S AH AH /   

AA AH ( / ) /¢ = = =2 2 9 6 19 2   

 متوسط    - 7
  

              =AB AC فرض :  
                    = ˆB̂ C                  حكم :  

  گيريم. كنيم و آن را به عنوان محور بازتاب در نظر مي را رسم مي AHارتفاع 

 
ü= ïïïï=  =  =ýïïï= ïþ

S(A) A
ˆˆS(B) C ABH ACH B C

S(H) H

   

 آسان    - 8
  باشد داريم: dروي خط  Mباشد و نقطه  ABخط  عمودمنصف پاره dاگر خط 

  
ü= ïï¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ

JIUpIM ·j¼M IP²¼Šd

d

S (M) M
AM MB

S (A) B
 

 
  

 آسان    - 9
AE=گيريم و چون  را به عنوان محور بازتاب در نظر مي ACقطر  AF  است

  است. EFط خ روي محور عمودمنصف پاره Aپس 

  

ü= ïï ¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ

JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(C) C
CE CF

S(E) F
  

  

 دشوار   - 10
  كنيم. حالت اثبات مي 3مسئله را در 

  نباشد. ABخط  ) بردار انتقال موازي پاره1حالت 

  
üïï¢ ¢ ï=  = ï ¢ ¢ =ýïïï¢ ¢=  = ïþ









T(A) A AA V

AA BB

T(B) B BB V

   

¢ ¢ ¢ ¢  = Ì°†¯HÁpH¼T¶AA B B AB A B  
  باشد. ABو طول آن بلندتر از  ABخط  بردار انتقال موازي پاره) 2حالت 

  
üï¢ ¢=  = ïï ¢ ¢ =ýï¢ ¢=  = ïïþ




T(A) A AA V

AA BB
T(B) B BB V

   

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= - = - =  =AB AA BA BB BA A B AB A B  
  باشد. ABتر از  و طول آن كوتاه ABخط  بردار انتقال موازي پاره) 3حالت 

  
üï¢ ¢=  = ïï ¢ ¢ =ýï¢ ¢=  = ïïþ




T(A) A AA V

AA BB
T(B) B BB V

   

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =AB AA A B BB A B A B AB A B  
  پس انتقال يك تبديل طولپاست.
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 متوسط    - 11
  كنيم. حالت اثبات مي 2قضيه را در 

  نباشد. ABخط  ) بردار انتقال موازي پاره1ت حال

  
üïï¢ ¢ ï=  = ï ¢ ¢ =ýïïï¢ ¢=  = ïþ










T(A) A AA V
AA BB

T(B) B BB V

   

¢ ¢ ¢ ¢  Ì°†¯HÁpH¼T¶AA B B AB A B  
  باشد. ABخط  بردار انتقال موازي پاره) 2حالت 

  
ــن ــاط   در اي ــورت نق ــس    B¢و  A¢و  Bو  Aص ــتند پ ــط هس ــك خ روي ي

¢ ¢AB A B كند. يعني انتقال شيب خط را حفظ مي  

 متوسط    -12
 AA¢¢تبديل كند، انتقالي است كه بردار آن  A¢¢را به  Aتبديلي كه مستقيماً 

  عمود است. 2dو هم بر محور  1dاست كه هم بر محور 

  
¢ ¢=  =1dS (A) A AH HA  

¢ ¢¢ ¢ ¢¢=  =2dS (A ) A A Q QA  

AA AA A A AH HA A Q QA¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢= + = + + +   
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + + = + =2 2

a

HA HA A Q A Q (HA A Q) a  

 متوسط    - 13
1تحت انتقال با بردار  Aاگر نقطه 


V  به نقطهB  و نقطهB  تحت انتقال با بردار

2

V  به نقطهC تـوان نقطـه    مي تبديل شود با توجه به خواص بردارهاA   را بـا

=بردار  +1 2
  
V V V  مستقيم بهC     تبديل كرد، بنابراين تركيـب دو انتقـال بـا

  هم يك انتقال است، كه بردار انتقال جمع برداري دو بردار است.

  

 دشوار    - 14
  كنيم. بات ميحالت اث 4مسئله را در 

نباشـد و زاويـه دوران    ABخـط   ) مركز دوران در امتداد يـا روي پـاره  1حالت 

  باشد. AOBبيشتر از 

  
     ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= =a  - = -  =1 1ˆ ˆAOA BOB AOA O BOB O AOB A OB   
a ¢ ¢=  =R (A) A OA OA   
a ¢ ¢=  =R (B) B OB OB  

 
DD

ü¢= ïïïï¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ý= ¾¾¾ @ ¾¾ =ïïï¢= ïþ

ƒp ƒ ³.H
OA OA

AOB A OB OAB OA B AB A B

OB OB

   

نباشـد و زاويـه دوران    ABخـط   ران در امتداد يـا روي پـاره  ) مركز دو2حالت 

  باشد. AOBكمتر از 
 

 

 

¢ ¢= =a

¢ ¢ + = +

¢ ¢ =

3 3

AOA BOB

ˆ ˆAOA O BOB O

AOB A OB

   

 a ¢ ¢=  =R (A) A OA OA   

  a ¢ ¢=  =R (B) B OB OB  

 
DD

ü¢= ïïïï¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ý= ¾¾¾ @ ¾¾ =ïïï¢= ïþ

ƒp ƒ ³.H
OA OA

AOB A OB OAB OA B AB A B

OB OB

   

  باشد. AB) مركز دوران در امتداد 3حالت 
a ¢ ¢=  =R (A) A OA OA   

 a ¢ ¢=  =R (B) B OB OB  

         = -
¢ ¢ ¢ ¢= - =

AB OB OA

OB OA A B
   

  باشد. ABخط  ) مركز دوران روي پاره4حالت 
a ¢ ¢=  =R (A) A OA OA   

 a ¢ ¢=  =R (B) B OB OB  

         = +
¢ ¢ ¢ ¢= + =

AB AO OB

OA OB A B
   

  دوران يك تبديل طولپا است.
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 دشوار    - 15
O  را بهA  و¢A  و¢¢A كنيم. وصل مي  

  

DD
ü¢ ¢=  = ïïïïï ¢= = ¾¾¾ @ýïïï= ïïþ

ì ¢=ïï¾¾ íï =ïî

1 2

1 2

90

1
2

ƒp ƒ

³.H

¥oTz¶

S(A) A AH HA

ˆ ˆH H OAH OHA

OH OH

OA OA ( )

ˆ ˆO O ( )

   

D D
ü¢ ¢¢ ¢ ¢¢=  = ïïïï ¢ ¢¢ý= = ¾¾¾ @ïïï= ïþ

ì ¢ ¢¢=ïï¾¾ íï =ïî

1 2

3 4

90

3
4

ƒp ƒ

³.H

¥oTz¶

S(A ) A A Q QA

ˆ ˆQ Q OA Q OQA

OQ OQ

OA OA ( )

ˆ ˆO O ( )

  

 A  وA¢¢ اي به مركز  روي دايرهO  و شعاعOA .هستند 
OA OA

OA OA
OA OA

¢ =
¢¢ = 

¢¢ ¢=

üïïýïïþ
   

¢¢= = + + +1 2 3 4ˆ ˆ ˆ ˆAOA O O O O زاويه دوران  



= =
=a

¾¾¾¾¾¾¾ a= + + +

= +  a=

1 2 3 4 2 2 3 3

2 32 2
·Hn»j ¾Ä»Hp

ˆ ˆ ˆ ˆO O , O O ˆ ˆ ˆ ˆO O O O

ˆ ˆ(O O ) HOQ

  

 متوسط    - 16

  
¢ ¢ ¢=  = =  =2 6 4 6S(A) A AP A P AA   

¢

ìï ¢¢ ¢= =ïï¢¢=  íï ¢ ¢¢ =ïïî

120 4 6
120A

AA A A
R (A) A

AA A
   

D
¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢= ¾¾¾¾¾¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

AA A :A A A A   
  هم ميانه و هم نيمساز است. AHارتفاع 

¢پس  =1 60Â  وA H AH AA¢¢ ¢¢= =
1
2.  

D ¢=
¢¢¢¢

¢ ¢¢ ¢ = ¾¾¾¾ =
¢ ¢¢

1 60
1

1
3 2

2 4 6
Â

AAA HˆA HA : sinA
A A

  

¢¢ ¢¢ =  =4 18 12 2AA AA  

 متوسط    - 17
R  را دوران به مركزO  و زاويه180 كنيم. تعريف مي  

  

 
ü¢= ïïïï ¢ ¢= ¾¾¾¾ =ýïïï¢= ïþ

·Hn»j |H¼i
R(A) A

R(O) O AOB A OB

R(B) B

   

 آسان   -18
  آ)

¢ ¢= ¾¾¾¾¾¾¾œ ~¹¶j¼μ – ¾Ã† ¤ u§ – œ ~¹¶j¼μ– Á»nOA OA AA O خواص دوران :   

  
  ب)

كنيم، محل برخورد اين  را رسم مي BB¢و  AA¢هاي  خط هاي پاره عمودمنصف

  ) مركز دوران است.Oخطوط (نقطه 

  

 آسان    - 19
  ب) درست     آ) درست

  ت) نادرست     پ) نادرست

 ) نادرستج     ث) درست

 آسان    - 20
  ب) طولپا   آ) طولپا (ايزومتري)

  ت) انتقال     شمار بيپ) 

  ) دورانج     ث) يك

   p) مضرب چ
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  1بخش                     

 
 آسان   » 2«گزينه  - 1

لاع در الاض ـ ارد و متـوازي خط تقارن (هر سه ارتفاع) د 3الاضلاع  مثلث متساوي

محـور   2حالتي كه مستطيل و لوزي و مربع نباشد محور تقـارن نـدارد و لـوزي    

  تقارن دارد (قطرهاي لوزي).

  بع دايره فقط يك محور تقارن دارد.ر

 آسان   » 4«گزينه  - 2
كنـد، حالـت اول اينكـه محـور      حالت شيب خط را حفـظ مـي   2بازتاب تنها در 

  بازتاب موازي خط باشد و حالت دوم اينكه محور بازتاب عمود بر خط باشد.

 آسان  » 3«گزينه  - 3
  واند تغيير دهد.ت كند و جهت شكل را مي هر تبديل طولپا اندازه زاويه را حفظ مي

 آسان  » 1«گزينه  - 4
  شود. در بازتاب جهت شكل حفظ نمي

  

 دشوار  » 1«گزينه  - 5
  كند. دانيم تبديل طولپا، اندازه زاويه و طول ضلع را حفظ مي مي

  
ˆ ˆA A x

ˆ ˆˆ ˆ ˆA B C x B B x

ˆ ˆC C x

ìï ¢= =ïïïï ¢í= = =  = =ïïï ¢= =ïïî

6
6 6 6 55   

¢ ¢ ¢+ + =  + + =180 6 5 180ˆ ˆˆA B C x x x  
x x =  = 12 180 15   

ــس  ¢Ĉپ = 15  وB̂¢ = 75  وÂ¢ = 90 ــي ــث  اســت و م ــيم در مثل دان

1باشد، ارتفاع وارد بر وتر،  75و  15الزاويه چنانچه اندازه زوايا حاده  قائم
  وتر است. 4

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= =  =
1 1 20 54 4A H B C ( ) A H  

S A H B C¢ ¢ ¢ ¢= ´ = ´ ´ =
1 1 5 20 502 2   

 متوسط   » 1«گزينه  - 6
  شود. جاي مثلث و مربع عوض مي 1Lدر بازتاب نسبت به خط 

  
  شود. جاي مربع و دايره عوض مي 2Lدر بازتاب نسبت به خط 

  
  شود. جاي مثلث و مربع عوض مي 3Lدر بازتاب نسبت به خط 

  

 آسان   » 3«گزينه  - 7
  است. پس داريم: AA¢خط  دانيم محور بازتاب عمودمنصف پاره مي

  

¢ ¢=  + = -2 5 2 2 3 1AA A H x ( x )   

        + = -  =5 2 6 2 4x x x   

   AH A H x ( )¢= = - = - =3 1 3 4 1 11   

 دشوار  » 3«گزينه  - 8
  باشد داريم: dبازتاب نسبت به خط  Sاگر 

  
ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ = =ýï= ïþ

6JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(B) B
AB AB

S(A) A
   

  :شود پس دانيم در بازتاب اندازه زاويه حفظ مي مي

) ¢= = - =180 120 60BAH B AH پس در مثلث (¢ABB  اندازه زاويهA 

´برابر ( =2 60   ) است.120

D
¢

¢= ´ ´ = ´ ´ ´ =
1 1 36 6 9 32 2 2ABB

S AB AB sinA  
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 دشوار  » 1«گزينه  - 9

  
روي محـور   Cها است پـس نقطـه   y، نقطه ثابت بازتاب با محور Cچون نقطه 

y 4ها است پس 1A( , 0 و ( 1C( , ، ACخط  است پس محور بازتاب يعني پاره (
=ر مربع است و اندازه قط 1y=خط  4AC      اسـت و چـون قطرهـاي مربـع

=هاي هم هستند پس  عمودمنصف 4BD  وB  وD   روي خـط= 2x   قـرار
2دارند كه  3D( , 2- و ( 1B( ,   است. (

= - + - = - + - - =2 2 2 22 0 1 0 5B O B OOB (x x ) (y y ) ( ) ( )   

 دشوار   » 2«گزينه  - 10

  
روي محـور   Dاسـت، پـس    x، نقطه ثابت بازتاب نسبت به محور Dچون نقطه 

x 3ها قرار دارد است پس 0D( , 3و  ( 5B( , باشد كـه انـدازه قطـر مربـع      مي (
= 5BD  است و معادلهBD خط ،= 3x     است و چون قطرهـاي مربـع هـم

=هستند   اندازه و عمودمنصف 5AC  و معادله خط آن= 2 5y است پس  /
5 5 2 5C( / , / اسـت   BDنسـبت بـه قطـر     Cكه بازتـاب نقطـه    Aو نقطه  (

5-صورت  به 5 5 2 5A( / , /   است. (

= - + - = - + -2 2 2 20 5 0 2 5 0A O A OAO (x x ) (y y ) ( / ) ( / )   
= +  =0 25 6 25 6 5/ / OA /  

 دشوار  » 2«گزينه  - 11

  
¢ ¢ ¢=  = =  =4 8S(A) A AH A H AA   
¢ ¢ ¢=  = =  =9 18S(B) B BQ QB BB  

ــا اســت پــس   ــاب طولپ ¢چــون بازت ¢=AB A B  اســت و چــون چهارضــلعي
¢ ¢ABB A ابل اين چهارضلعي بـا هـم برابـر    محيطي است، مجموع دو ضلع مق
  است.

¢ ¢ ¢ ¢+ = +  + =  =8 18 2 13AA BB AB A B AB AB   
  كنيم. عمود مي BB¢به  Aاز 

= =  - = -  =4 9 4 5AH QR BR RQ BR   

ABR : AB AR RB AR AR AR
D

= +  = +  =  =2 2 2 2 2169 25 144 12   
AA BB ( )

S AR S S
¢ ¢+ +

= ´  = ´ = ´  =
8 18 12 13 12 1562 2   

 دشوار  » 2«گزينه  -12
=طبق فرض مسئله  6Â x  و= 5B̂ x  و=Ĉ x .است  

  
ˆ ˆˆA B C x x x x x+ + =  + + =  =  =180 6 5 180 12 180 15  

= = = = =6 15 90 5 15 75 15ˆ ˆˆA ( ) , B ( ) , C  

است پس  15Ĉ=و  AHC ،=90Ĥدر مثلث  = 75CAH   است پـس

 = 15BAH كند  است و چون بازتاب اندازه زاويه را حفظ مي¢ = 75H AQ 

¢¢و  ¢ =15H AQ  است پس¢¢ ¢ = 180H AH     اسـت كـه يعنـي¢H  وA  و

H¢¢ .روي يك خط هستند  

+

üü ï= ï ïï ¢¢ = ïý ïï¢¢= ïïþ ï ¢¢ ¢¾¾ = +ýïü= ï ïï ï¢ =ý ïï ï¢= ï ïþ þ

2

AB

AB

AC

AC

S (A) A
AH AH

A (H) H
AH AH AH

S (A) A
AH AH

A (H) H

   

¢ ¢¢ =  =  =2 2 4 2AH H H AH AH  

باشـد، ارتفـاع    75و  15هاي حاده  الزاويه اگر اندازه زاويه مثلث قائمدانيم در  مي

1وارد بر وتر، 
  وتر است، پس داريم: 4

AH BC BC BC=  =  =
1 12 84 4   

= ´ = ´ ´  =
1 1 2 8 82 2S AH BC S  

 متوسط  » 1«گزينه  - 13

  
AAارضلعي حاصل يك ذوزنقه خواهر بود زيرا چه || BB¢   است. ¢

¢ = = - =6 1 5HH AQ   

¢ ¢= =  =4 8AH HA AA   

¢ ¢ ¢ ¢= =  =6 12BH H B BB   

(AA BB ) ( )
S AQ

¢ ¢+ +
= ´ = ´ =

8 12 5 502 2   
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 متوسط   » 1«گزينه  - 14
بـا هـم برابـر     C¢و  Cچون بازتاب يك تبديل طولپا است پس شعاع دو دايره 

  است:

         
+ = -  =

¢ =  = =

4 1 6 1 2 2
1 5

a a a

a R R
   

¢ = = + = + =2 2 3 7 2 3 7 20OO OH ( a ) ( )   

¢ ¢ ¢= - + = - + = =2 2 2 220 5 5 300 10 3TT OO (R R ) ( )   

 متوسط   » 4«گزينه  - 15

  
= + = + =  =2 2 2 49 576 625 25BC AB AC BC   

´ ´
= =  ´ = ´2 2
AB AC AH BC

S AB AC AH BC   

 ´ = ´  =7 24 25 6 72AH AH /   
¢ ¢=  = = =2 2 6 72 13 44S(A) A AA AH ( / ) /   

 دشوار  » 2«گزينه  - 16
  درنظر بگيريم: Lرا بازتاب نسبت به خط  Sاگر 

  
¢

¢ ¢=  = = = 62
AA

S(A) A AH HA   

D
= +  = +2 2 2 2100 36OAH :OA OH AH OH   

 =  =2 64 8OH OH   

=¢چون بازتاب طولپا است  =10OA OA.  

  رابر عكس نسبت اضلاع است.ها ب دانيم در هر مثلث نسبت ارتفاع مي

¢
=  =  =

¢
12 9 68 10

AQ AA AQ
AQ /

OH OA
   

 آسان   » 3«گزينه  - 17
دو خط متقاطع نسبت به نيمسازهاي دو زاويه مجانب خود بازتـاب يكديگرنـد،   

  توانند بازتاب يكديگر باشند. طريق مي 2پس به 

 متوسط   » 3«گزينه  -18
ل حاصـل بـا   ) بازتاب كنيم، شكABترين ضلع ( اگر ذوزنقه را نسبت به كوچك
ترين محيط را دارد كه چون بازتـاب طولپـا    بيشخود ذوزنقه يك چهارضلعي با 

AD=¢است،  AD  و¢ ¢=DC D C  و¢ =BC BC .است  

  
ŠÃd¶DD C BC DD D C C B BC DC¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + + +

= + + + + =6 5 4 4 5 24
  

 آسان   » 4«گزينه  - 19
ور موازي يا منطبق و يا بر هم عمود باشـند،  بازتاب تنها در حالتي كه خط با مح

  كند. شيب خط را حفظ مي

 متوسط   » 4«گزينه  - 20

  
D

= + = + =  =2 2 2 64 36 100 10ABC : BC AB AC BC  
´ ´

= =  ´ = ´2 2
AB AC AH BC

S AB AC AH BC   

 ´ = ´  =6 8 10 4 8AH AH /   
ل داد انتقـا  d¢را به خـط   dبرداري كه به كمك آن بتوان خط  ترين كوتاهپس 

 است. 8/4داراي طول 

 دشوار  » 3«گزينه  -21
  شود، بنابراين داريم: در انتقال شيب خط حفظ مي

  
D Düï¢ ¢ ¾¾¾¾¾ = ïï ¢¾¾ýïï¢ ¢ ¾¾¾¾¾ = ïþ






ÁpH¼¶ Š¼ˆ i
pp

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i
Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ ˆAB A B , BC B D
A DE ABC

ˆ ˆAC A C , BC C E
   

ها برابر نسبت تشابه اسـت و همـواره    دانيم در دو مثلث متشابه، نسبت ميانه مي

1هــا از يــك ضــلع  ســي ميانــهحــل همرفاصــله م
ميانــه اســت پــس  طــول 3

¢
= =

1
3

A M
k

AM
.  

  ها برابر مربع نسبت اضلاع است. در دو مثلث متشابه نسبت مساحت

A DE A DE

A DE
ABC

S S

k S
S

D D

D
D

¢ ¢

¢
=  =  =2 1 872 9   
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 دشوار   » 1«گزينه  - 22
  شود، بنابراين داريم: در انتقال شيب خط حفظ مي

  
D Düï¢ ¾¾¾¾¾ = ïï ¾¾ýïï¢ ¾¾¾¾¾ = ïþ






ÁpH¼¶ Š¼ˆ i
pp

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i
Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ ˆAB TB , BC B D
TDE ABC

ˆ ˆAC TC , BC C E
  

متشابه برابر مربع نسـبت اضـلاع اسـت     هاي دو مثلث دانيم نسبت مساحت مي

  پس داريم:

TDE

ABC

S

k k k
S

D

D
=  =  =2 21 1

16 4  

=الزاويه، ميانه وارد بر وتر، نصف وتـر اسـت    در مثلث قائم = 42
BC

AM  و

  ها در دو مثلث متشابه برابر نسبت اضلاع است. نسبت ميانه

=  =  =
1 14 4

TM TM
k TM

AM
   

= - = -  =4 1 3AT AM TM AT  

 آسان          » 4«گزينه  - 23
  است. 5ناحيه مشترك بين اين دو مربع، يك مربع به ضلع 

  
= ´ =5 5 25Â«ºnS   

 آسان         » 3«گزينه  - 24
اي را به اندازه قطرش در هر جهتي انتقال دهيم، تصوير آن با خـودش ممـاس    هر دايره

=ايره (شود پس اندازه بردار انتقال برابر قطر د برون مي =2 2 6 12R (   ) است.(

 متوسط   » 4«گزينه  - 25
  انتقال يك تبديل طولپا است پس شعاع دايره با شعاع تصوير آن برابر است.

- = +  =  =3 2 2 2 4 2a a a a   
¢= - =  = =3 2 2 4 4R ( ) R R   

¢ ¢ ¢ ¢= - +  = - +2 2 2 26 4 4TT OO (R R ) OO ( )   

¢ ¢ ¢ = -  =  =2 236 64 100 10OO OO OO   

 وسطمت   » 3«گزينه  - 26

  
¢ ¢= - = - =12 7 5A B BC A C   
D

¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 144 25 169 13ABA :AA AB BA AA   

¢ ¢= = =13
 

| V | AA DD 

 متوسط           » 4«گزينه  - 27

  
¢ ¢ ¢=  = =  =5 10dS (A) A AH A H AA   

دسـت آيـد     به A¢¢را دوران دهيم تا  Aنقطه  60و زاويه  A¢اگر به مركز 

¢¢اولاً  ¢ = 60A A A  ًو ثانيا¢ ¢¢ ¢= =10A A A A.  

¢در مثلث  ¢¢AA A  چون¢ ¢ ¢¢=A A A A  است پس¢¢=ˆ ˆA A   است و چـون

¢ = 60Â  است پس¢ ¢¢= = = 60ˆ ˆ ˆA A A   الاضـلاع   يعني مثلـث متسـاوي

¢¢است و  =10AA.  

 متوسط         » 2«گزينه  -28
 OPروي نيمسـاز   Oكنيم، چون نقطه  عمود مي d¢و  dبه دو خط  Oاز نقطه 

 Aتصوير نقطـه   A¢ت و يعني با هم برابر اس OA¢و  OAگيرد پس  قرار مي

OA¢است و در چهارضلعي  68و زاويه  Oدر دوران به مركز  PA :داريم  

  
¢+ + + =  + + + =  =360 68 90 90 360 112ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆO A P A P P  

OP  نيمساز زاويهP :است پس  

 = =
112 562OPA   

 آسان  » 2«گزينه  -29
  كند. ، شيب خط را حفظ ميpkي  زاويه  دوران تنها با اندازه
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 دشوار         » 1«گزينه  -30
x)درجه نقطه  aضابطه دوران حول مبدأ مختصات و زاويه  , y)   را به نقطـه

a- a a+ a(xcos ysin ,xsin ycos aآيـد كـه    دست مي به ( = 270  و
=-2x  و= 3y .است  

a= ¢- ¾¾¾¾¾¾¾¾2702 3 3 2áHkL¶ q¨o¶ ¾M ·Hn»j,
O( , ) O ( , )   

¢ = - - + - = + =2 22 3 3 2 25 1 26OO ( ) ( )   

=¢دوران طولپا است پس =
5
2R R.  

¢ ¢ ¢= - + = - =2 2 26 25 1TT OO (R R ) 
 

  
  

  
  2بخش                                     

  

 سانآ    - 1
  ب) نادرست        آ) نادرست

 د) درست        ) نادرستپ

 آسان    - 2
  9ب)      آ) مركز تجانس

2پ) 
  )معكوس(تجانس  k<0ت)          5

   1k=) ج  صفر باشد. ث) طول بردار انتقال

 دشوار    - 3
  نيم.ك حالت اثبات مي 2مسئله را در 

  0k<) 1حالت 

  
¢ويژگي تجانس 

=
OB

k
OB

¢،   ويژگي تجانس     
=

OA
k

OA
  

u ²IU u§ –OA OB
OA B : AB A B

OA OB k

D
¢ ¢ ¢ ¢= = ¾¾¾¾

¢ ¢
1    

  0k>) 2حالت 

  
ƒp ƒuºI\UÂ¬sÄ»

tHã n ¾M ®MI£T¶

OA OB
: | k | ˆ ˆOA OB OA B OAB B B
ˆ ˆ:O O

D D
ü¢ ¢ ïï= = ïï ¢ ¢ ¢¾¾¾  =ýïïï= ïþ



1 2
   

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i ¾Ã† ¤ u§ –Jn¼¶ˆ ˆB B , BB A B AB¢ ¢ ¢ ¢= ¾¾¾¾¾¾¾¾   

 دشوار    - 4
  كنيم. حالت اثبات مي 2مسئله را در 

   0k<) 1حالت 
و  A¢كنيم. اگـر   به دلخواه انتخاب مي Oyو  Oxرا روي اضلاع  Bو  Aنقطه 

¢B  مجانس نقاطA  وB  به مركزM  و نسبتk  خط باشد چون تجانس شيب
 كند، داريم: را حفظ مي

  
ÁpH¼¶  Š¼ˆ i ¾Ã†¤

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i ¾Ã† ¤
Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ ˆOA O A , OO O O

ˆ ˆOB O B , OO O O

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO O O O O O
+

üï¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾¾¾¾ = ïïýïï¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾¾¾¾ = ïþ

¢ ¢ ¢¾¾ + = +  =

1 1

2 2

1 2 1 2



   

   0k>) 2حالت 
و  A¢كنيم. اگـر   به دلخواه انتخاب مي Oyو  Oxرا روي اضلاع  Bو  Aنقطه 

¢B  مجانس نقاطA  وB  به مركزM  و نسبتk ن تجانس شيب خط باشد چو
 كند، داريم: را حفظ مي

  
ÁpH¼¶ Š¼ˆ i ¾Ã† ¤

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i ¾Ã† ¤
Jn¼¶

Jn¼¶

ˆ ˆOA O A , OO O O

ˆ ˆOB O B , OO O O

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆO O O O O O
+

üï¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾¾¾¾ = ïïýïï¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾¾¾¾ = ïþ

¢ ¢ ¢¾¾ + = +  =

1 1

2 2

1 2 1 2



   

 آسان    - 5
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 متوسط    - 6

 

Â«ºn
ˆ Ãd¶

x

A B xA B A B
| k |

AB AB AB x

S (AB) (A B ) x x x x

ABCD (AB) ( x) x ( )

>

ì ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢ =ïï=  =  íï =ïî

¢ ¢= -  = -  = ¾¾¾ =

= = = = =

02 2 2 2 2

22
3 3

5 9 4 5 5 1
4 4 3 12 12 1 12

   

 متوسط    - 7

 
¢ ¢=  = ´ =

7 714 4OA | k | OA OA   

¢ ¢=  = ´ =
7 724 2OB | k | OB OB  

D
¢ ¢

¢ ¢= ´ = ´ ´ =
1 1 7 7 49
2 2 4 2 16OA B

S OA OB   

D = ´ = ´ ´ =
1 1 1 2 12 2OAB

S OA OB  

D D
¢ ¢

= - = -  =
49 33116 16Â«ºn Â«ºn

OABOA B
S S S S  

 دشوار    - 8
 مثبت باشد، طبق خواص تجانس داريم: kاگر 

  

u ²IU u§ –OA OB
A B AB

OA OB

OA
OA k.OA k

OA k
OB

OB k.OB k
OB

¢ ¢
¢ ¢ = =

ü¢ ïï¢ =  = ïïï ¾¾¾¾ýï¢ ï¢ =  = ïïïþ

   

u ²IU OA A B
ABO :A B AB K

OA AB

D ¢ ¢ ¢
¢ ¢ ¾¾¾ = =  

 باشد، طبق خواص تجانس داريم: 0k>اگر 

OA
OA | k | OA | k |

OA OBOA
OA OBOB

OB | k | OB | k |
OA

ü¢ ïï¢ =  = ï ¢ ¢ïï =ýï¢ ï¢ =  = ïïïþ

   

ƒp ƒ

tCn ¾M ®MI£T¶

OA OB
| k | A B

OA OB OAB OA B | k |
ABˆ ˆO O

DD
ü¢ ¢ ïï= = ¢ ¢ïï ¢ ¢¾¾¾  =ýïïï= ïþ1 2

  

 متوسط    - 9
¢دانيم اگر  مي ¢1 2A A  1مجانس 2A A  در تجانس به مركزO  و نسبتk   باشـد

¢رابطه  ¢
=1 2

1 2
A A

| k |
A A

  برقرار است. بنابراين داريم: 

n

n

n n

A A A A A A
| k |

A A A A A A

A A A A A A A A

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
= = = =

¢ ¢ ¢ ¢

1 2 2 3 1
1 2 2 3 1

1 2 3 1 2 3



  
  

 متوسط   - 10
اندازه بـه ضـلع    مربع همدانيم هر دو مربع با هم متشابه هستند. حال اگر دو  مي

رد و خطي كـه  گذ مي A¢و  Aواحد را مطابق شكل در نظر بگيريم خطي كه از 

دانـيم در تجـانس هـر خطـي كـه       نـد و مـي  ا گذرد با هم موازي مي C¢و  C از

گذرد پس نتيجه  كند از مركز تجانس مي مجانس نقطه را به خود نقطه وصل مي

 گيريم دو مربع مجانس هم نيستند. مي

  

  

  

  
  
  
  2بخش                      
  
 آسان  » 4«گزينه  - 1

تبديلات دوران، بازتاب و انتقال طولپا هستند، اما تجانس فقط زماني طولپاسـت  

 باشد. 1k-=يا  1k=كه 

 آسان  » 3«گزينه  - 2
  باشد. 1k-=يا  1k=نس زماني طولپاست كه تجا

+ + =  + + =2 26 8 1 6 7 0t t t t   

D= - =36 4 1 7 8( )( )   
ìï =- - ïï=  íï =- +ïïî

3 26 2 2
2 3 2

t
t

t
   

+ + =-  + + =2 26 8 1 6 9 0t t t t  

 + =  =-23 0 3(t ) t   

+، تجانس با نسبت tمايز مقدار مت 3بنابراين به ازاي  +2 6 8t t .طولپا است  
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 متوسط  » 2«گزينه  - 3
فرض كنيم انـدازه هـر ضـلع تصـوير آن      2xاگر اندازه هر ضلع مربع اوليه را 

 برابر است با:

¢ ¢ ¢=  = ´  =
5 2 52AB | k | AB AB x AB x  

  
Â«ºnS ( x) ( x) x x x= -  = -  =2 2 2 2 25 2 84 25 4 84 21  

x
x x

> = ¾¾¾ =02 4 2  
ˆ Ãd¶ABCD ( x) x ( )= = = =4 2 8 8 2 16  

 دشوار  » 2«زينه گ - 4
چون دو دايره داراي يك مماس مشترك هستند، پس ممـاس خـارج هسـتند و    

تصوير خودش شـده اسـت    Mبناميم، چون  Mچنانچه نقطه تماس دو دايره را 
 دانيم: مركز تجانس است و در تجانس مي Mپس نقطه 

  
¢ ¢ +

=  =  = +5 5 16O M OO OM
| k | OM OM

OM OM
   

 =  =  =4 16 4 4OM OM R   
¢ ¢ ¢ ¢= + = +  = =16 4 20O M OO OM O M R   

Â«ºn Â«ºnS R R ( ) ( ) S¢= p -p =p -p = p- p = p2 2 2 220 4 400 16 384  

 دشوار  » 1«گزينه  - 5
 است.  2xباشد، اندازه قطر آن  xدانيم اگر اندازه ضلع مربعي برابر  مي

  
در تجـانس بـه   است و قطر مربع تصوير آن  14برابر  ABCDپس قطر مربع 

  شده است، بنابراين داريم: 28برابر  kو نسبت  Oمركز 
¢ ¢

= =  =
28 214

A C
| k | | k |

AC
   

23برابر  aالاضلاع به ضلع  مساحت مثلث متساوي
4 a :است. پس داريم  

= =23 255 34 4S ( )   

 2kليه برابر او شكل، نسبت مساحت تصوير به مساحت kدر تجانس به نسبت 
  است.

¢ ¢
¢=  =  =2 4 25 325 34

S S
k S

S
  

 دشوار » 4«گزينه  - 6
 طبق خواص تجانس داريم:

  
ì ¢¢ =ïï= =  íï =ïî

1
3 3

OA xOA
| k |

OA OA x
   

¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢=  + + = +4 4AA AA A A A O OA (OA OA )   
¢¢ ¢ ¢¢ ¢ + + = +  =3 4 3 12A A x x ( x x) A A x   

¢كند پس در تجـانس اول   دانيم تجانس شيب خط را حفظ مي مي ¢A B AB  و
¢¢در تجانس دوم  ¢¢A B AB  است، در نتيجه¢ ¢ ¢¢ ¢¢A B A B.  

u²IU OA A B
OA B :A B A B

OA A B

D ¢ ¢ ¢
¢¢ ¢¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢¢ ¾¾¾ =

¢¢ ¢¢ ¢¢
   

¢ ¢ ¢¢ ¢¢
 =  =

¢¢ ¢¢ ¢ ¢+
1312

x A B A B

x x A B A B
  

 متوسط  » 2«گزينه  - 7
 مركز تجانس باشد: Mاگر 

  
¢
=  =

7
3

R
| k | | k |

R
   

¢ ¢ ¢ + +
=  =  =

7 7 3
3 3

O M O M O M OM
| k |

OM OM OM
  

¢
 =  =  =

10 30 10 93 3
OO

OM
OM OM

  

½oÄHj IU ¾± ‚IÎ ¸ÄoTμ¨C M OM MO R OM= = - = -  =9 3 6   

 دشوار  » 3«گزينه  - 8

 

=p  p=p  =2 28 2 2½oÄHjS r r r   

O C D :C D O C O D C D
D
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 8 8 16 4   

¢  دانيم: طبق خواص تجانس مي ¢
=  = =

4 41
C D

| k | | k |
CD

   

  است. Oو  O¢بين  Mچون تجانس معكوس است، نقطه 

¢ ¢
¢=  =  =4 4O M O M

| k | O M OM
OM OM

  

OO OM O M OM OM OM O M¢ ¢ ¢= +  = +  =  =20 4 4 16   
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 متوسط » 3«گزينه  - 9
|، نسبت اندازه اضلاع kدانيم در تجانس به نسبت  مي k هـا   و نسبت مساحت |
2k .است  

¢
=  =  =  =2 2 250 25 5

162 81 9
S

k k k k
S

   

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢
¢ ¢=  =  =  =

5 5 7 59 13 5 2 3
A B A B A B

k A B /
AB /

   

 دشوار » 1«گزينه  - 10
5اگر  3A( , 7و  ( 1B( , 1-و  ( 1C( ,   باشد داريم: (

= - + - = + =2 27 5 1 3 4 4 2 2AB ( ) ( )   

= - + - - = + =2 21 5 1 3 16 16 4 2AC ( ) ( )   

= - + - - = + =2 21 7 1 1 36 4 2 10BC ( ) ( )   

=چون  +2 2 2BC AB AC پس رأس  استA .قائمه است  

= = ´ ´  =
1 1 2 2 4 2 82 2S AB.AC S   

  طبق خواص تجانس داريم:
¢ ¢

¢=  =  =2 1 28 4
S S

k S
S

  

 متوسط » 3«گزينه  - 11
اسـت و طبـق خـواص تجـانس      M¢و  M، خارج فاصله Oاست  0k<چون 

 داريم:

  
¢ ¢ ¢

=  =  =
¢ ¢+

2 2
5 5

OM OM OM
| k |

OM OM OM MM
  

¢
¢ ¢ =  = +

¢+
2 5 2 125 6

OM
OM OM

OM
  

¢ ¢ =  =  =3 12 4 10OM OM OM  

¢+ = + = + =2 2 2 210 4 100 16 116OM OM ( ) ( )   

 متوسط  » 1«گزينه  -12
مركــز تجــانس مســتقيم دو دايــره محــل تلاقــي ممــاس مشــترك خــارجي بــا 

  المركزين است. خط

 
u ²IUOT T M MO OT

OT O T
MO O TO T T M

ü¢^ ïï ¢ ¢ ¾¾¾ =ýï ¢ ¢¢ ¢ ¢^ ïþ
   

x
x x x x

x
 =  = +  =  =

+
3 7 3 48 4 48 1216 7  

 دشوار  » 4«گزينه  - 13
المركزين با مماس مشترك داخلي دو دايـره   دايره (كه محل تلاقي خط 2حل برخورد م

المركـزين بـا    يعني مركز تجانس معكوس است و محل تلاقـي خـط   M¢است) نقطه 

، يعني مركز تجانس مستقيم دو دايره است و Mمماس مشترك خارجي دو دايره نقطه 

¢رج هستند (چون دو دايره مماس خا ¢= + =9OO R R.است ( 

  

u ²IUOT T M MO OT
OT O T

MO O TO T T M

ü¢^ ïï ¢ ¢ ¾¾¾ =ýï ¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢^ ïþ
  

 =  =
¢+ +

3 1
6 9 2

MO MO

MO OO MO
  

 = +  =2 9 9OM MO MO  

¢ ¢ ¢= + = +  =9 3 12MM MO OM MM   

 آسان » 4«گزينه  - 14
ي همـاني  باشد تبديل هماني است و انتقـال زمـان   1k=تجانس فقط زماني كه 

است كه طول بردار انتقال صفر باشد، بازتاب هيچ وقت تبديل همـاني نيسـت و   

  يك تبديل هماني است. p2kدوران با زاويه 

 آسان » 3«گزينه  - 15
شـمار نقطـه ثابـت     در تبديل هماني، چون هر نقطه تصوير خودش است، پس بي

  تبديل داريم و همواره طولپا است.

تبـديل   1k-=باشد تبـديل همـاني اسـت و     1k=س تنها هنگامي كه تجان

 باشد.   هماني نمي
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  3بخش              
  

 آسان    - 1

  

 آسان    - 2
  صورت: كنيم در اين بازتاب مي BDرا نسبت به  CDو  BCاضلاع آ) 

 S(B) B S(C) C S(D) D¢= = =   
  كنيم: بازتاب مي DFرا نسبت به  EFو  DEاضلاع 

S(D) D S(E) E S(F) F¢= = =  

¢را نسبت به  DE¢و  DC¢اضلاع  ¢C E كنيم: بازتاب مي  

¢ ¢ ¢ ¢ ¢= = =S(C ) C S(D) D S(E ) E  

  
  كنيم: ازتاب ميب AEرا نسبت به  AFو  EFاضلاع  ب)

S(E) E S(F) F S(A) A¢= = =   
  كنيم: بازتاب مي BDرا نسبت به  BCو  DCاضلاع 

S(D) D S(C) C S(B) B¢= = =  

  

 متوسط     - 3
  كنيم: بازتاب مي BCرا نسبت به  FCو  BF) اضلاع آ

  

IP²¼ŠS(B) B
BF BF

S(F) F

ü= ïï ¢¾¾¾ = =ýï¢= ïþ
2   

IP²¼ŠS(F) F
FC F C

S(C) C

ü¢= ïï ¢¾¾¾ = =ýï= ïþ
6  

ˆ=¢شود يعني  اندازه زاويه حفظ مي دانيم در تبديل طولپا مي ˆF F.  

ƒp ƒ
BF BF

ˆ ˆF F BFC BF C

FC F C

DD
ü¢= ïïïï¢ ¢ý= ¾¾¾ @ïïï¢= ïþ

   

D D
¢

 = = ´ ´ = ´ ´ ´ =
1 1 12 6 32 2 2BFCBF C

S S BF FC sinF  

  كنيم: مي بازتاب CEرا نسبت به  DEو  CDاضلاع 

IP²¼ŠS(D) D
DC D C

S(C) C

ü¢= ïï ¢¾¾¾ = =ýï= ïþ
3   

IP²¼ŠS(D) D
DE D E

S(E) E

ü¢= ïï ¢¾¾¾ = =ýï= ïþ
2  

ˆ=¢پس شود مي ظحفدر تبديل طولپا اندازه زاويه دانيم  مي ˆD D.  

ƒp ƒ
DC D C

ˆ ˆD D DCE CD E

DE D E

DD
ü¢= ïïïï¢ ¢ý= ¾¾¾ @ïïï¢= ïþ

   

D D
¢

 = = ´ ´ = ´ ´ ´ =
1 1 3 32 32 2 2 2DCE CD E

S S DC DE sinD  

D D= + = + = + =
32 2 3 6 3 92yÄHqÎH

BFC DCE
S (S S ) ( )   

  كنيم: بازتاب مي ACرا نسبت به  BCو  ABب) اضلاع 

  
IP²¼ŠS(A) A

AB AB
S(B) B

ü= ïï ¢¾¾¾ = =ýï¢= ïþ
3   

IP²¼ŠS(C) C
BC B C

S(B) B

ü= ïï ¢¾¾¾ = =ýï¢= ïþ
4 2  

ˆشود پس  ويه حفظ ميدر تبديل طولپا اندازه زا ˆB B¢=.  

ƒp ƒ
AB AB

ˆ ˆB B ABC AB C

BC B C

DD
ü¢= ïïïï¢ ¢ý= ¾¾¾ @ïïï¢= ïþ

   

ABC AB C

ˆS S AB B C sinBD D
¢

¢ ¢ ¢ = = ´ ´ = ´ ´ ´ =
1 1 23 4 2 62 2 2  

D D
¢

= + = + =6 6 12SeIv¶ yÄHqÎH
ABC AB C

S S S  
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 دشوار    - 4
  كنيم: مي بازتاب BC خط پاره را نسبت به DCو  BDاضلاع 

  

S(B) B S(C) C S(D) D¢= = =   

 

 

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ ABC ACB
ABC :AB AC

Â

ˆACB ABC A

D üï= ïï= = ¾¾¾¾¾ ýï= ïïþ

 = = =

25
60

60

   

=الاضـلاع اسـت و    متساوي ABCبراين مثلث بنا 25BC    اسـت و چـون در

=رابطه  BDCمثلث  +2 2 2BC BD DC     برقرار است پـس ايـن مثلـث در

  الزاويه است. قائم Dرأس 

JIUpIM ·j¼M IP²¼Š

JIUpIM ·j¼M IP²¼Š ƒ ƒ ƒ

¥oTz¶

S(B) B
BD BD

S(D) D

S(C) C
CD CD BCD BD C

S(D) D

BC BC

DD

üü ï= ïï ï¢¾¾¾¾¾ = ïý ïï¢= ïïþ ïïïü= ýïï ï¢ ¢¾¾¾¾¾ = ¾¾¾¾ @ý ïïï¢= ïïþ ïïï= ïþ

  

  است. BCDميزان افزايش مساحت دو برابر مساحت مثلث 

SeIv¶ yÄHqÎH
BCD
S ( DC BD)D= = ´ = ´ =

12 2 7 24 1682  

 آسان    - 5
آوريـم   دست مي را نسبت به خطي كه لبه ديگر رودخانه دارد به Aبازتاب نقطه 

خـط   كنيم، هر كجا اين پاره وصل مي Bرا به  A¢ناميم. سپس  مي A¢و آن را 

  ست.و جواب مسئله ا Mلبه ساحل را قطع كند، نقطه 

 
 

 

 متوسط     - 6
  ناميم. مي A¢را   dنسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

  
¢ ¢=  = = 8S(A) A AH A H   

¢A  را بهB كنيم تا خط  وصل ميd  را درM  قطع كند، مسيرAMB   جـواب

  مسئله است.

IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢ ¢= + = + =AM MB A M MB A B مسير ترين كوتاه  

A¢سازيم كه  اي مي الزاويه مثلث قائم B .وتر آن باشد  

= + =16 8 24BO   

¢ ¢= =10A O HH   

D
¢ ¢ ¢= + = + =2 2 2 576 100 676A OB:A B BO A O  

¢ =  + =26 26A B AM MB  

 متوسط    - 7
 نـاميم.  مـي  A¢آوريـم و آن را   دست مي ها بر dنسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

¢A  را بهB كنيم تا خط  وصل ميd  را درM  قطع كند. مسيرAMB   جـواب

  مسئله است.

  

IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢ ¢= + = + =AM MB A M MB A B مسير ترين كوتاه  

A¢با وتر  اي الزاويه مثلث قائم B سازيم. مي  

¢ = =9OA HQ   

= + =3 9 12OB   

¢ ¢ ¢= + = + = + =  =2 2 2 2 29 12 81 144 225 15A B A O OB A B 
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 دشوار    - 8
كنيم تـا   وصل مي Bرا به  A¢ ناميم و مي A¢را  d¢را نسبت به خط  Aنقطه 

AN+قطع كند،  Nرا در  d¢خط  NB ترين مقدار ممكن را دارد. كم  

  

IP²¼ŠS(A) A
AN A N

S(N) N

ü¢= ïï ¢¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢ ¢+ = + =AN NB A N NB A B   

ــائم  ــث ق ــه مثل ــر   الزاوي ــا وت A¢اي ب B ــي ــازيم.  م ¢س ¢= =12A O HH  و

¢ ¢= + = 5BO OH H B .است  

¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 25 144 169 13A B BO A O A B  

را به  A¢¢ ناميم و مي A¢¢را  كنيم و آن بازتاب مي dرا نسبت به خط  Aنقطه 

B كنيم تا خط  وصل ميd  را درM  ،قطع كند+AM MB  تـرين مقـدار    كـم

  ممكن را دارد.

  

IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢¢= ïï ¢¢¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢¢ ¢¢+ = + =AM MB A M MB A B   

A¢¢سازيم كه وتر آن  اي مي الزاويه مثلث قائم B .باشد  

¢ ¢ ¢ ¢= + = + =6 3 9BO BQ Q O   

A O QQ¢¢ ¢ ¢= =12  

A B BO A O A B¢¢ ¢ ¢¢ ¢ ¢¢= + = + = + =  =2 2 2 2 29 12 81 144 225 15  

ˆ Ãd¶ ¸ÄoU´¨AMBN AM MB BN NA= + + +  

A B A B¢ ¢¢= + = + =13 15 28 

  

 متوسط    - 9
 dرا با برداري مـوازي   Bناميم و نقطه  مي A¢را   dنسبت به  Aبازتاب نقطه 

را  A¢س دست آيد، سـپ  هب B¢دهيم تا نقطه  انتقال مي Aبه سمت  4به طول 

واحـد بـه    4به طول  Mقطع كند. از  Mرا در نقطه  dكنيم تا  وصل مي B¢به 

 AMNBبرسـيم مسـير    Nكنيم تا بـه نقطـه    حركت مي dروي خط  Bسمت 

  جواب مسئله است.

  

Ì°†¯HÁpH¼T¶MNBBMN BB MB NB¢¢ ¢=   =


   

IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢ ¢ ¢ ¢= + + = + + = +4 4AM MN NB A M MB A B مسير ترين كوتاه  

 متوسط   - 10
را بـه   Bناميم و سپس نقطه  مي A¢) را  dنسبت لبه رودخانه (خط  Aبازتاب 

4اندازه  km  موازي لبه رودخانه به سمتA دهيم. سپس  انتقال مي¢A   را بـه

¢B كنيم تا خط  وصل ميd  را درM     قطـع كنـد. سـپس ازM    روي خـط بـه

4اندازه  km  به طرفQ  رويـم و آن را   مـيN  نـاميم. مسـير    مـيAMNB 

  جواب مسئله است.

  
IÀÏ¼Š JIUpIMS(A) A

AM A M
S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
  

Ì°†¯HÁpH¼T¶BB MNMN BB , MN BB

B M BN

¢¢ ¢= = 

¢ =

4   

¢ ¢ ¢ ¢= + + = + + = +4 4AM MN NB A M B M A B مسير ترين كوتاه  

¢سازيم كه  اي مي الزاويه مثلث قائم ¢A B .وتر آن باشد  

¢ = - =8 4 4A O   

¢ = + =2 1 3B O   
D
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 16 9 25 5A OB :A B A O B O A B   

¢ ¢= + = + =4 5 4 9A B km  مسير ترين تاهكوطول 
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 دشوار   - 11
وصـل   Bرا بـه   A¢نـاميم و   مـي  A¢را   dنسـبت بـه خـط     Aبازتاب نقطه 

  مسير است. ترين كوتاه AMNقطع كند. مسير  Mرا در  dكنيم تا خط  مي

  

JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
  

¢ ¢= + = + = =15AM MB A M MB A B مسير ترين تاهكو  

A¢اي با وتر  الزاويه مثلث قائم B سازيم.  مي¢ ¢= + =9BO BH H O  

¢ ¢ ¢= +  = +2 2 2 2225 81A B OB A O A O  

¢ ¢ ¢ =  =  =2 144 12 12A O A O HH  

را  AQعمـود   BH¢بـر   Aرا بدست آوريم از  Bتا  Aخواهيم فاصله  حال مي

  .كنيم ميرسم 

AQصورت  در اين HH¢= ¢و  12= ¢= - = - =7 2 5BQ BH QH.  

  

ABQ :AB AQ QB AB

AB

D
= +  = + = + =

 =

2 2 2 2 2 212 5 144 25 169
13

   

 آسان   -12
دهـيم   ) انتقال مـي MNاندازه عرض رودخانه ( را با برداري موازي و هم Bنقطه 

كنيم تا لبه رودخانه را در نقطه  وصل مي B¢را به  Aدست آيد.  هب B¢تا نقطه 

M  قطع كند، پس ازM كنيم نقطه  به لبه ديگر رودخانه عمود ميN ـ  دسـت   هب

  جواب مسئله است. AMNBآيد، مسير 

  

 دشوار     - 13
  دانيم: ها مي از خواص ميانهآ) 

  
¢ ¢ ¢
= = =

1
2

GA GB GC

AG BG GC
   

-=و نسبت  Gبه مركز  Aمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢A شود. مي  

-=و نسبت  Gبه مركز  Bمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢B شود. مي  

-=و نسبت  Gبه مركز  Cمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢C شود. مي  

ــث ب)  ــس مثل ¢پ ¢ ¢A B C  ــث ــانس مثل ــز  ABCمج ــه مرك و نســبت  Gب

=-
1
2k 2ها برابر  دانيم در تجانس نسبت مساحت است و ميk .است  

¢ ¢ ¢ = = - =2 21 1
2 4

A B C

ABC

S
k ( )

S
   

 آسان    - 14
بـه وجـود    L¢¢¢دهيم تا  انتقال مي L¢¢موازي  5ا برداري به طول را ب L¢خط 

كنـيم تـا    رسم مـي  L¢¢موازي  Aكند، از  قطع مي Aرا در نقطه  L ،L¢¢¢آيد، 

¢L  را درB خط  قطع كند، طول پارهAB  است و موازي  5برابر¢¢L   اسـت و

  است. L¢و سر ديگر روي  Lيك سر آن روي 

  

 متوسط   - 15
 Bا در نقطـه  ر d¢دهيم تا خط  دوران مي 60و با زاويه  Aرا به مركز  dخط 

-و زاويه  Aرا به مركز  Bقطع كند، پس نقطه  60( دهيم تا نقطـه   دوران مي (

C دست آيد. نقطه  هبC   حتماً روي خـطd     اسـت. حـال مثلـثABC   جـواب

  مسئله است.
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  3بخش                  

  
 آسان   » 2«گزينه  - 1

را نسـبت   EDو  EFضلع  و دو ACخط  را نسبت به پاره BCو  ABدو ضلع 
و  ABCكنـيم. طبـق خـواص بازتـاب دو مثلـث       بازتـاب مـي   FDخط  به پاره
¢AB C  با هم و دو مثلثEFD  و¢FE D .با هم همنهشت هستند  

  

D D
¢

= = = ´ ´ =
1 1 3 6 92 2ABC AB C

S S AB.BC   

D D
¢

= = ´ ´ = ´ ´ ´ =
1 1 1150 4 7 72 2 2EFD E FD

S S EF ED sin  

ABCDEFAB CDE F
ABC EFD

S S S S

( ) ( )

D D¢ ¢ = + +

= + + = + + =

2 2

40 2 9 2 7 40 18 14 72
  

 متوسط   » 4«گزينه  - 2
كنـيم. طبـق خـواص     بازتـاب مـي   BDخط  را نسبت با پاره CDو  BCاضلاع 

BC¢و  BCDبازتاب دو مثلث  D .همنهشت هستند  

  
D

= + = + =  =2 2 2 64 16 80 4 5ABD :BD AB AD BD   
ميانـه هـم    السـاقين اسـت، ارتفـاع وارد بـر قاعـده      متساوي CBDچون مثلث 

=باشد.  مي = 2 5BH HD   

  
BCH : BC CH BH CH CH CH
D

= +  = +  =  =2 2 2 2 225 20 5 5   

¸Ã¶p
ABD BC D

S S SD D
¢

= + = ´ ´ + ´ ´ = + =
1 18 4 5 4 5 16 10 262 2  

 آسان   » 1«گزينه  - 3
را بـه   A¢آوريم و  دست مي ه) را بA¢(نقطه  dنسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

B كنيم تا خط  وصل ميd  را در نقطهM  قطع كند. مسيرAMB  تـرين  كوتـاه 

  مسير ممكن است.

  

 متوسط   » 3«گزينه  - 4
=  )1روش  ´  = ´ ´  =

1 148 16 62 2S AB h h h   

  
كنـيم. سـپس    رسم مـي  ABرا موازي  d، خط ABخط  واحد از پاره 6به فاصله 

كنيم  وصل مي Bرا به  A¢ناميم و  مي d ،¢Aرا نسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

جـواب مسـئله اسـت. چـون      ABCقطع كنـد، مثلـث    Cرا در نقطه  dتا خط 

AC=¢بازتاب طولپا است  A C.  

¢ ¢+ = + =AC BC A C BC A C   

AA B:A B A A AB ( ) ( )

A C

D
¢ ¢ ¢= + = + = + =
¢ =

2 2 2 2 212 16 144 256 400
20

  

W±X¶ˆ Ãd¶
A B

ABC AC CB AB A B AB
¢

¢= + + = + = + = 20 16 36   

حيط را داشته باشد، اين مثلـث حتمـاً   ترين م كم ABC) براي اينكه مثلث 2روش 

AC=الساقين باشد ( بايد متساوي BC پس ارتفاع (CH باشد. ميانه هم مي  

  

= ´  = ´ ´  =
1 148 16 62 2S CH AB CH CH  

AHC :AC AH CH AC BC
D

= + = + =  = =2 2 2 64 36 100 10  

ˆ Ãd¶ABC AC BC AB= + + = + + =10 10 16 36 
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 متوسط   » 3«گزينه  - 5
=م كني را رسم مي ASعمود  BQبه  Aاز  =1AH SQ و= 4BS .است  

  

ASB:AB AS BS AS

AS AS

D
= +  = +

 =  =

2 2 2 2

2
25 16

9 3
  

وصـل   Bرا به  A¢كنيم و  را پيدا مي )A¢(نقطه   dنسبت به  Aبازتاب نقطه 
AC+قطع كنـد،   Cرا در نقطه  dكنيم تا خط  مي CB  فاصـله را   تـرين  كوتـاه

A¢دارد كه برابر  B  سـازيم كـه وتـر آن     اي مـي  الزاويـه  است، حال مثلث قـائم
¢A B  .باشد¢ = = 3A O AS  و¢= + = 6BO BQ HA.  

A B A O OB

A B AC CB

¢ ¢= + = + = = ´

¢ =  + =

2 2 2 9 36 45 9 5
3 5 3 5

  

 متوسط   » 1«ينه گز - 6
¢است ( A¢نقطه  BCنسبت به ضلع  Aبازتاب نقطه  = = 2A D DA(   كـه

¢A  را بهB كنيم تا ضلع  وصل ميDC  را درM  ،قطع كند+AM MB  در
A¢ابر اين حالت كمترين مقدار را دارد كه بر B .است  

  
A¢ســازيم كــه  اي مــي الزاويــه مثلــث قــائم B صــورت  وتــر آن باشــد در ايــن

= + = 8OB OC CB  و¢ = = 6A O DC .است  

¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 36 64 100 10A B A O OB A B  

 متوسط   » 2«گزينه  - 7
A(xهمواره بازتاب نقطه  , y)      نسبت به نيمساز ربـع اول و سـوم بـه صـورت

(y,x) .است  

  
y=نسبت به خط  Aبازتاب  x  را¢A ناميم پـس   مي¢ 7 2A ( , اسـت. اگـر    (

¢A ه را بB   وصل كنيم تا خـط=y x  را درM     قطـع كنـد. مسـيرAMB 

+¢جواب مسئله است كه  =AM MB A B .است  

B BA AA B (x x ) (y y ) ( ) ( )¢ ¢¢ = - + - = - + -

= + = =

2 2 2 27 3 2 5
16 9 25 5

   

 متوسط   » 4«گزينه  - 8
نـاميم،   يم ـ A¢بازتاب داده و نقطه حاصل را  dرا نسبت به خط  Aابتدا نقطه 

A¢محــل تلاقــي  B  ــا خــط اســت كــه طبــق خــواص بازتــاب  Mنقطــه  dب

=1 3ˆ ˆM M  3و چونM̂  2وM̂       متقابل به رأس هسـتند پـس بـا هـم برابـر

1=هستند بنابراين  2ˆ ˆM M ست يعني اM  همان نقطهN .است  

  
D Düï= ïï ¾¾ýï= = ïïþ

1 3
90

ppˆ ˆM M
AMH MBQ

ˆĤ Q
   

 =  =  =
2 6 155

AH AM
BM

BQ BM BM
  

+ = + =6 15 21MA MB   

 متوسط   » 2«گزينه  - 9
نـاميم و   مـي  A¢آوريـم و آن را   بدست مي dرا نسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

برسيم و  B¢دهيم تا به  زي ساحل انتقال ميموا 6را با برداري به طول  Bنقطه 

¢A  را به¢B كنيم تا سـاحل را در   وصل ميM    قطـع كنـد، ازM    بـه انـدازه

6 km كنيم تا بـه   روي ساحل حركت ميN    برسـيم. مسـيرAMNB  اب جـو

AMمسئله است كه  NB+  برابر¢ ¢A B   اسـت و= 6MN    اسـت، مثلـث

¢سازيم كه  اي مي الزاويه قائم ¢A B  .وتر آن باشد  

  
B O BO BQ QO¢ ¢ = = + = + =11 5 Aو  16 O HQ MN¢ ¢ = - =12   

A O B :A B A O O B

A B

D
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + = + =

¢ ¢ =

2 2 2 2 212 16 144 256 400
20

   

AM MN NB (AM NB)= + + = +   مسير ترين كوتاه 6+

A B¢ ¢= + = + =6 20 6 26 
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 دشوار   » 3«گزينه  - 10
را  A¢نـاميم و بازتـاب    مـي  y،¢Aرا نسـبت بـه محـور     Aروش اول) بازتاب 

را در  xكنيم تا محور  وصل مي Bرا به  A¢¢ناميم،  مي x ،¢¢Aنسبت به محور 
M  ،قطع كند¢A  را بهM كنيم تا محور  وصل ميy  را درN   قطع كند، مسـير

ANMB  جــواب مســئله اســت، چــون بازتــاب طولپــا اســت¢=AN A N  و
¢ ¢¢=A M A M .است   

  
AN NM MB A N NM MB¢= + + = +   مسير ترين كوتاه +

A M MB A B¢ ¢= + =  
¢ ¢¢¾¾¾¾¾ - ¾¾¾¾¾¾¾ - -3 5 3 5 3 5n¼d¶ JIUpIM n¼d¶ ¾M SLvº JIUpIMy x

A( , ) A ( , ) A ( , )   

B BA AA B (x x ) (y y ) ( ) ( )¢¢ ¢¢¢¢ = - + - = - - + - -

= + =

2 2 2 23 9 5 11
144 256 20

  

و بعد از آن به نقطـه   xو سپس به محور  yبه محور  Aروش دوم) اگر از نقطه 
B تـرين  كوتـاه مقدار ممكن باشد، طـول   ترين كوتاهمسير  بخواهيم برويم تا طول 

+مسير از دستور  + +2 2
A B A B(x x ) (y y     آيد. دست ميه ب (

= + + + = + = =2 23 9 5 11 144 256 400 20( ) (   مسير ترين كوتاه (

 آسان   » 4«گزينه  - 11
+طول مسير برابر ترين بنا به نكته تست قبلي، كم + +2 2

A B A B(x x ) (y y    باشد. مي (

= + + + = + = =2 21 5 5 3 36 64 100 10( ) (   مسير ترين كوتاهطول  (

 دشوار   » 1«گزينه  -12
=چون  4MN  ،استB  و موازي محور  4را با برداري به طولy  ها به طـرف

¢دست آيد كه  هب B¢دهيم تا نقطه  بالا انتقال مي -9 5B ( ,  ¢Bاز شـود،   مـي  (
خواهـد بـود.    Nهـا نقطـه   xكنيم. محل برخورد آن با محـور   وصل مي Aبه 

¢برابر  AMNBمسير  ترين كوتاه +AB MN :است كه داريم  

  

¢ ¢¢ = - + - = - + - -2 2 2 21 9 10 5A AB BAB (x x ) (y y ) ( ) ( ( ))  

¢= + =  =64 225 289 17AB  
¢= + = + =17 4 21AB MN مسير ترين كوتاه  

 دشوار   » 3«گزينه  - 13
دهـيم تـا نقطـه     انتقـال مـي   xمـوازي محـور    5را با برداري بـه طـول    Bنقطه 

¢ 10 9B ( ,  ـ xنسـبت بـه محـور     Aدست آيد و بازتـاب نقطـه    هب ( دسـت   هرا ب

Aآوريم تا نقطه  مي ( , )¢ -1 مسير برابر  ترين كوتاهدانيم طول  دست آيد. مي هب 3
¢ ¢ ¢+A B BB  است كه¢ = 5BB:  

  

A B A BA B (x x ) (y y ) ( ) ( )¢ ¢ ¢ ¢¢ ¢ = - + - = - + - -

= + = =

2 2 2 21 10 3 9
81 144 225 15

  

¢ ¢ ¢= + = + =15 5 20A B BB  مسير ترين كوتاهطول  

 دشوار   » 2«گزينه  - 14
را در  L¢دهـيم تـا خـط     مـي انتقال  7و طول  ABرا با برداري موازي  Lخط 

 Mرا در  Lكنـيم تـا خـط     رسم مـي  ABخطي موازي  Nقطع كند. از  Nنقطه 

را  L¢، خـط  Lتوانيم به جاي خـط   جواب مسئله است. حال مي NMقطع كند 

نـيم تـا خـط    ك رسم مـي  ABرا قطع كند و از آن نقطه موازي  Lانتقال دهيم تا 
¢L  جواب دارد. 2را قطع كند، پس مسئله  

  

 آسان   » 1«گزينه  - 15
 C¢و  Cو بـين   B¢و  Bطور بـين   و همين A¢و  A(مركز ثقل) بين  Gچون 

  است و داريم: 0k>است پس 

  
<¢ ¢ ¢

= = = = ¾¾¾ =-01 1
2 2

kA G B G C G
| k | k

AG BG CG
   

-=و نسبت  ABCپس با يك تجانس به مركز، مركز ثقل مثلث 
1
2k مثلث ،

¢ ¢ ¢A B C  تصوير مثلثABC .است 
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  1آزمون تشريحي                       

 
 آسان    - 1

  ب) نادرست        آ) نادرست

 نادرست ) ت        ) درستپ

 آسان     - 2
  ب) ندارد        خطآ) 

  كند ) حفظ ميت        ) دورانپ

 متوسط     - 3
=چون +2 2 2BC AB AC   است پـس= 90Â     اسـت و چـون تبـديلT 

¢و  ABCطولپا است پس مساحت دو مثلث  ¢ ¢A B C .با هم برابر هستند  

   

D D
¢ ¢ ¢

= = ´ = ´ ´ =
1 1 7 24 842 2ABCA B C

S S AB AC    

 دشوار    - 4
  فرض كنيم داريم: Sرا  dاگر بازتاب نسبت به خط 

  
¢ ¢ ¢=  = =  =4 8S(A) A AH HA AA   

¢ ¢ ¢=  = =  =1 2S(B) B BQ QB BB  

ABB A
(AA BB ) ( )

S BD BD BD¢ ¢
¢ ¢+ +

= ´  = ´  =
8 220 42 2  

D
= + = + =  =2 2 2 9 16 25 5ABD :AB AD BD AB  

 
 

 آسان    - 5
  ناميم. مي Sرا  PRخط  نسبت به پاره Qبازتاب 

  

 
ü= ïïïï= ¾¾¾¾¾ =ýïïï= ïþ

JIUpIM |H¼i
S(S) Q

S(P) P SPR QPR

S(R) R

   

 متوسط    - 6
ترين محيط را داشـته   براي اينكه شكل حاصل از ذوزنقه و تصويرش با هم بيش

نقـاط ثابـت ايـن     Dو  Aدهيم كـه   بازتاب مي ADرا نسبت به ضلع   باشد، آن

  تبديل هستند.

  

¢ ¢ ¢=  = =  =4 8S(B) B AB AB BB   

¢ ¢ ¢=  = =  =6 12S(C) C CD DC CC   

¢ست چون بازتاب طولپا ا ¢= = 6BC B C.  

ˆ Ãd¶B BCC BB BC CC B C¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + + + = + + + =8 6 12 6 32  

 آسان    - 7

  

¢ ¢ ¢= + + = + +  =9 3 5 17OO O B BA AO OO  

كنـد برابـر    طول بردار انتقالي كه دو دايره را به دو دايره هم مركـز تبـديل مـي   

¢ =17OO .است 
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 دشوار    - 8
دست آيد.  هب C¢¢دهيم تا دايره  دوران مي 90و زاويه  Aرا به مركز  Cدايره 

) است. حال نقطـه  Bيك رأس مثلث (مثلاً  C¢و دايره  C¢¢محل تقاطع دايره 
B  را به مركزA ) و زاويه- 90دهيم تا نقطـه   ) دوران ميC    كـه حتمـاً روي

جواب مسئله است، چـون بنـا بـه     ABCدست آيد كه مثلث  هاست ب Cدايره 
AB=خاصيت دوران  AC  وBAC  برابر زاويه دوران يعني90 .است  

  
متقاطع يا مماس باشد و يا اصلاً همـديگر   C¢تواند با دايره  مي C¢¢چون دايره 

جواب داشته باشد و يا اينكـه اصـلاً    1جواب يا  2 تواند مي را قطع نكنند، مسئله
  جواب نداشته باشد.

 متوسط    - 9
T(O)=¢كنيم اگر  انتخاب مي Oyرا روي  Bو نقطه  Oxرا روي  Aنقطه  O 

T(A)=¢و  A  و¢=T(B) B .باشد  

  
IP²¼Š

IP²¼Š ƒ ƒ ƒ

IP²¼Š

³.H

T(O) O
OA O A

T(A) A

T(O) O
OB O B OAB O A B

T(B) B

T(A) A
AB A B

T(B) B

ˆ ˆO O

DD

üü¢ ï= ï ïï ¢ ¢¾¾¾ = ïý ïï¢= ïïþ ïïïü¢ ï= ïï ï¢ ¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾ = ¾¾¾¾ @ý ýï ï¢= ï ïþ ïïïü¢= ï ïï ï¢ ¢¾¾¾ =ý ïï ï¢= ï ïþ þ

¢¾¾ =

  

 دشوار   - 10
  گيرد و داريم: قرار مي ADخارج از فاصله  Oاست پس نقطه  0k<چون 

  
=  =  =

13 3
OD OD OA

k
OA OA OD

   
D

¢ ¢ ¢ =  =  =
¢ ¢

1 2 63 OA OH
ODH :AH DH OH

OD OH OH
   

¢ ¢ ¢ + =  + =  =6 2 6 4OH HH HH HH  

=   دانيم: از خواص تجانس مي  =  =3 155
DC DC

k DC
AB

  

(AB DC) ( )
S HH S S

+ +¢= ´  = ´  =
5 15 4 402 2   

 متوسط    - 11
  كنيم. بازتاب مي BDخط  را نسبت به پاره CDو  BCاضلاع 

  
DD

ü= ïïïï¢ ¢= ¾¾¾¾¾ @ýïïï= ïþ

JIUpIM |H¼i
S(B) B

S(C) C BCD BC D

S(D) D

   

yÄHqÎH
BCD BCDBC D

S S S S BC CDsinCD D D
¢

= + = = ´ ´ ´
12 2 2   

yÄHqÎH S= ´ ´ ´ ´  =
1 12 8 5 202 2  

 دشوار   -12
كنـيم تـا    وصل مي Bبه  A¢نسبت به خط است، از  A، بازتاب نقطه A¢نقطه

بـه   Aمسيري است كـه از   ترين كوتاه AMBقطع كند. مسير  Mرا در  dخط 

  برويم. Bو سپس به نقطه  dخط 

  
JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(A) A

AM A M
S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
   

¢ ¢= + = + =AM MB A M MB A B مسير ترين كوتاه  

A¢سازيم كه  اي مي الزاويه مثلث قائم B  .وتر آن باشد  

= + = + =8 16 24BO BQ QO  وA O HQ¢ = =10   

A OB:A B A O OB ( ) ( )

A B

D
¢ ¢ ¢ ¢= + = + = + =

¢ =

2 2 2 2 210 24 100 576 676
26

  

 متوسط    - 13
وجـود   بـه  L¢¢¢دهيم تـا   انتقال مي L¢¢موازي  5به طول  را با برداري L¢خط 

كنـيم تـا    رسم مـي  L¢¢موازي  Aكند، از  قطع مي Aرا در نقطه  L ،L¢¢¢آيد، 
¢L  را درB خط  ، طول پارهقطع كندAB  است و موازي  5برابر¢¢L   اسـت و

  است. L¢و سر ديگر روي  Lيك سر آن روي 
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  2آزمون تشريحي                       

 
 آسان    - 1

  ب) درست      آ) درست

 ) نادرستت      درستنا) پ

 آسان    - 2
  ب) يك  ديلآ) نقطه ثابت تب

  (تجانس معكوس) 0k>) ت   a180-يا  a) پ

 آسان     - 3
¢، طولپا است پس مثلث Tچون تبديل  ¢ ¢A B C  كه تصوير مثلثABC  تحت

  همنهشت است. ABCاين تبديل است با مثلث 

  

ABCA B C
S S AB AC sinA sinD D

¢ ¢ ¢
= = ´ ´ = ´ ´ ´

= ´ =

1 1 4 7 602 2
314 7 32

 

 دشوار     - 4
اي را نسبت به يك قطرش بازتاب كنيم، تصوير آن روي خودش قـرار   اگر دايره

  بناميم: Sگيرد و اگر اين بازتاب را  مي

  
¢ ¢=  = = 4S(A) A AH A H   

D
= +  = +2 2 2 225 16OAH :OA AH OH OH  

 =  =2 9 3OH OH  

 متوسط    - 5

  
œ ~¹¶j¼μ – ¾Ã† ¤ u§ – ˆ i½nIQ œ ~¹¶ j¼μ– Á»nAE AF EF A= ¾¾¾¾¾¾¾   

دانيم قطرهاي مربع عمودمنصف  ناميم و مي مي Sرا  ACاب نسبت به قطر بازت

  هم هستند.

JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(B) D
BE DF

S(E) F

ü= ïï ¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
   

 آسان    - 6

  
¢ ¢=  = = +2 4S(A) A AH HA x  

AA A H x ( x )¢ ¢=  + = +2 7 2 2 2 4   

x x x x + = +  =  =7 2 4 8 3 6 2  

= + = +  =2 4 2 2 4 8AH x ( ) AH   

 آسان    - 7
بـوده   OO¢اند پس طول بـردار انتقـال برابـر     طبق شدهچون دو دايره بر هم من

¢است بنابراين  =14OO  و چون¢ ¢= + =14OO R R  دو  پـس بوده است

 دايره مماس خارج هستند.

 دشوار    - 8
 Cرا در نقطـه   d¢دهيم تا خط  يدوران م 90با زاويه  Aرا حول نقطه  dخط 

-و زاويه ( Aرا به مركز  Cقطع كند، حال نقطه  90دهيم تا نقطه  ) دوران مي

B  كه روي خطd دسـت آيـد و طبـق خـواص دوران      هاست، ب=AB AC  و

  است. 90 برابر زاويه دوران يعني CABزاويه 
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 متوسط    - 9
  كنيم. حالت اثبات مي 2قضيه را در 

  نباشد. ABخط  ) بردار انتقال موازي پاره1حالت 

  

Ì°†¯HÁpH¼T¶AA B B

T(A) A AA V
AA BB

T(B) B BB V

AB A B¢ ¢

üïï¢ ¢ ï=  = ï ¢ ¢ =ýïïï¢ ¢=  = ïþ
¢ ¢ 










 

   

  باشد. ABخط  ) بردار انتقال موازي پاره2حالت 

  
روي يــك خــط هســتند پــس      B¢و  A¢و  Bو  Aدر اينصــورت نقــاط  

¢ ¢AB A B.  
  كند. يعني انتقال شيب خط را حفظ مي

 دشوار   - 10
چون مركز دايره ثابت مانده اسـت پـس مركـز دايـره، مركـز تجـانس بـوده و        

¢
=
R

| k |
R

   است. 

              
ì ¢¢ =ïï=  íï =ïî

55
3 3

R kR

R R k
  

  

خـط   وصل كنيم، چون بر پـاره  Cدايره  با ABخط  به نقطه تماس پاره Oاگر از 

AB كند  عمود است پس آن را نصف مي= = 8AH HB.  
D

= +  = +2 2 2 2 225 9 64AOH :OA OH AH k k  

 =  =  =2 216 64 4 2k k k  
=پس  6R  و¢ =10R .است  

¢= p -p = p- p= p2 2 100 36 64Â«ºn S R R   

 متوسط    - 11
  كنيم. بازتاب مي ACخط  را نسبت به پاره BCو  ABدو ضلع 

  

      
DD

ü= ïïïï¢ ¢=  @ýïïï= ïþ

S(A) A

S(B) B ABC AB C

S(C) C

   

  

yÄHqÎH
ABC ABCAB C

S S S S AB BCD D D
¢

= + = = ´ ´ = ´ =
12 2 6 10 602   

 دشوار    -12
 ـ Bناميم و سپس نقطه  مي A¢) را  dنسبت لبه رودخانه (خط  Aبازتاب  ه را ب

4اندازه  km  موازي لبه رودخانه به سمتA دهيم. سپس  انتقال مي¢A   را بـه
¢B كنيم تا خط  وصل ميd  را درM     قطـع كنـد. سـپس ازM    روي خـط بـه

4اندازه  km  به طرفQ  آن را رويـم و   مـيN  نـاميم. مسـير    مـيAMNB 

  جواب مسئله است.

  
IÀÏ¼Š JIUpIMS(A) A

AM A M
S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
  

Ì°†¯HÁpH¼T¶BB MNMN BB , MN BB B M BN¢¢ ¢ ¢= =   =4   
¢ ¢ ¢ ¢= + + = + + = +4 4AM MN NB A M B M A B مسير ترين كوتاه  

¢سازيم كه  اي مي الزاويه مثلث قائم ¢A B .وتر آن باشد  

¢ = - =10 4 6A O   
¢ = + =5 3 8B O   
D
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= +  = +2 2 2 2 2 26 8A OB :A B A O B O A B   

¢ ¢= + =  =36 64 100 10A B   
¢ ¢= + = + =4 10 4 14A B km  مسير ترين كوتاهطول 

 متوسط     - 13
  دانيم: ها مي از خواص ميانه

  
¢ ¢ ¢
= = =

1
2

GA GB GC

AG BG GC
   

-=و نسبت  Gبه مركز  Aمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢A شود. مي  

-=و نسبت  Gبه مركز  Bمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢B شود. مي  

-=و نسبت  Gبه مركز  Cمجانس نقطه 
1
2k  نقطه¢C شود. مي  

¢پس مثلث  ¢ ¢A B C  مجانس مثلثABC    بـه مركـزG   و نسـبت=-
1
2k 

  است. 2kها برابر  دانيم در تجانس نسبت مساحت است و مي

¢ ¢ ¢ = = - =2 21 1
2 4

A B C

ABC

S
k ( )

S
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  پايانيتستي آزمون                          

  

 آسان   » 2«نه گزي - 1
|1=تجانس طولپا نيسـت مگـر    k و بازتـاب و دوران الزامـاً شـيب را حفـظ      |

  كنند. نمي

 متوسط  » 3«گزينه  - 2

  
ìï =ïïïïí= = =  =ïïï =ïïî

3
2 3 6 6 2

Â x

ˆ ˆˆ ˆA B C x B x

Ĉ x

   

ˆ ˆˆA B C x x x x x+ + =  + + =  =  =180 3 2 180 6 180 30  

=پس  90Â  و= 60B̂  و= 30Ĉ الزاويه  ث قائملدانيم در مث است. مي

60 ،3رو به زاويه  نصف وتر و ضلع روبه 30رو به زاوية  ضلع روبه
وتـر   2

  است.

= = = =
1 35 5 32 2AB BC AC BC   

¢و  ABCمثلث چون تبديل طولپا است پس دو  ¢ ¢A B C    همنهشـت هسـتند و

  مساحت برابر دارند.

D D
¢ ¢ ¢

= = ´ = ´ ´ =
1 1 255 5 3 32 2 2ABCA B C

S S AB AC  

 متوسط   » 1«گزينه  - 3
=¢دانيم بازتاب تبديل طولپا است پس  مي = 6R R.  

  
¢ ¢ ¢=  = =  =6 5 13S(O) O OH O H / OO   

  كنيم. ه ميحال طول مماس مشترك داخلي دو دايره را محاسب

TT OO (R R ) ( )¢ ¢ ¢= - + = - +

= - = =

2 2 2 213 6 6
169 144 25 5

   

 آسان   » 3«گزينه  - 4
تركيب دو بازتاب با محورهاي متقاطع يك دوران است كه مركـز دوران محـل   

  تلاقي محورها است و زاويه دوران دو برابر زاويه بين دو محور است.

 آسان   » 2«گزينه  - 5
دانيم  ده است و ميالاضلاع نسبت به دو محور متقاطع بازتاب ش در واقع متوازي

تركيب دو بازتاب با محورهاي متقاطع يك دوران است و در دوران تنهـا نقطـه   
  الاضلاع است. ثابت تبديل مركز دوران است كه محل تقاطع دو قطر متوازي

 آسان   » 4«گزينه  - 6
دانيم تركيب دو بازتاب با محورهاي موازي يك انتقال است كه بردار انتقـال   مي

  بازتاب عمود است و طول آن دو برابر فاصله دو خط است. عمود بر دو محور

  
AA ( m ) m m m m¢¢ = +  - = +  =  =2 3 2 9 2 6 4 3 6 2   

¢¢دانيم در انتقال  مي ¢¢=AA BB .است  
¢¢ ¢¢= = - = - =9 2 9 2 2 16BB AA m ( )  

 دشوار   » 2«گزينه  - 7
كنـد و همچنـين انتقـال طولپـا اسـت. پـس دو        دانيم انتقال شيب را حفظ مي مي

ــلع BB¢ي چهارضـ AC  و¢AA CB ــوازي ــابراين   متـ ــتند بنـ ــلاع هسـ الاضـ
¢ =AA BC  و¢ =AB BC  اســت پــس¢ ¢ = 2A B BC  اســت، بــه همــين

¢ترتيــــب  ¢ = 2B C AC  و¢ ¢ = 2A C AB ــي ــون   مــ ــد پــــس چــ باشــ
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

= = = 2A B B C A C

BC AC AB
است دو مثلث بنا به حالت سه ضـلع متشـابه    

  هستند.

  
¢ ¢ ¢ = =2 4A B C

ABC

S
k

S
   

 دشوار   » 4«گزينه  - 8
¢شود ( دانيم در انتقال شيب حفظ مي مي ¢BC B C  و انتقال طولپا است پـس (

¢با مساحت مثلث  ABCمساحت مثلث  ¢ ¢A B C  برابر است و¢ ¢=BB AA 
  است.

  
ÂwIwH¾MIzU

BM B C A BM A B C
D D

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢¾¾¾¾    

¢نسبت تشابه 
= = =

¢ ¢
2 2
5 5

A B k
k

A B k
  است پس داريم: 

D D

D D
¢ ¢ ¢

=  =2 4
25

ABM ABM

ABCA B C

S S

k
S S
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 آسان  » 4«گزينه  - 9
دار آن دو تركيب دو بازتاب با محورهاي مواي يك انتقال اسـت كـه طـول بـر    

نسبت  E(بازتاب  E¢و  Eبرابر فاصله بين دو محور است پس فاصله دو نقطه 

  ) است.AB( d¢تا  d) دو برابر فاصله d¢و  dبه دو محور 

  
¢ = = =2 2 8 16EE AB ( )  

 متوسط   » 1«گزينه  - 10
يب چند دوران با يك مركز، خـود يـك دوران بـا همـان مركـز و مجمـوع       ترك

بـه مركـز مبـدأ     Aدوران نقطـه   Dباشـد بنـابراين نقطـه     ها مـي  زواياي دوران

+مختصات و زاويه ( + = 40 80 60   ) است.180

  
  پس داريم:نقطه دوران دقيقاً وسط نقطه و تصوير آن است  180در دوران 

= = - + - - = + = =2 22 2 4 0 3 0 2 16 9 2 25 10AD AO ( ) ( )   

 دشوار   » 1«گزينه  - 11
BA=¢) طبـــــــــق خـــــــــواص دوران 1روش  BA  و¢=BC BC  و

 ¢ ¢= = 26ABA CBC .است  

  

 


¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶

ABA : BA BA BAA BA A BA A

ABA

D üïï¢ ¢ ¢ ¢ ï= ¾¾¾¾¾ = ï ¢ = ýïï¢ = ïïþ

77
26

   

¢به همين ترتيب  = 77BCC رضلعي است، در چها¢BA DC :داريم  

  ˆCBA BA D D DCB ( ) x¢ ¢+ + + =  + + + + =360 120 26 77 77 360   

 + =  =300 360 60x x  

  است يعني: B) همواره اين زاويه مكمل زاويه 2روش 

+ =  + =  = 180 120 180 60ˆ ˆB x x x   

  

 متوسط   » 2«گزينه  -12
هـم   الاضلاع، نيمساز، عمودمنصف و ميانه نظير يك ضـلع بـر   در مثلث متساوي

  باشد. محل تلاقي نيمسازها هم مي Gمنطبق هستند پس 

  
 = = = 

60 302GAB GBA   

  

 
AGB:GAB GBA AGB

AGB AGB

D
+ + =

 + + =  =

180
30 30 180 120

   

اسـت. پـس بـا دوران بـه      120هم برابـر   AGCو  BGCبه همين ترتيب 

  شود. بر خودش منطبق مي ABC، مثلث 120و زاويه  Gمركز 

 متوسط  » 3«گزينه  - 13
¢چون كمان  = 120AA  است پس¢ = 3AA R است كه  

  

¢ = ´ =6 3 3 18AA   

دانيم اگر از مركز دايره به يك وتر از همان دايـره عمـود كنـيم، آن وتـر را      مي

=¢كند پس  نصف مي = =
18 92AH A H.  

D
= +  = +2 2 2 2 2 26 3 9OAH :OA OH AH ( ) OH   

 = +  =  =2 2108 81 27 3 3OH OH OH  

 دشوار   » 4«گزينه  - 14
را بنـا   MNEFمربـع   MNكنـيم، روي   رسم مي BCرا موازي  MNخط  پاره

و  E¢را در نقاط  BCدهيم تا  وصل كرده و امتداد مي Fو  Eبه  Aكنيم. از  مي
¢F  قطع كنند. از نقاط¢E  و¢F  عمودهايي برBC  كنـيم تـا    رسم مـيAC  و

AB  را در¢N  و¢M  قطع كنند در اين صورت¢ ¢ ¢ ¢M N E F  س مربـع  مجـان

MNEF  به مركزA .خواهد بود  
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 آسان   » 3«گزينه  - 15
باشـد   kو نسـبت   Oبه مركز  Mمجانس نقطه  M¢طبق تعريف تجانس اگر 

)>0k(  ¢ ¢=  =
1

OM KOM OM OM
k

   

1و نسبت  Oبه مركز  M¢مجانس  Mيعني 
k

  است. 

 دشوار   » 1«گزينه  - 16
اسـت طبـق خـواص     2aبرابـر   ABCاگر فرض كنيم اندازه هر ضـلع مثلـث   

  تجانس داريم:

  
¢ ¢ ¢ ¢

¢ ¢=  =  =
1

2 2
A B A B

| k | A B a
AB a

   

=از دسـتور   aالاضـلاع بـه ضـلع     دانيم مساحت مثلث متساوي مي 23
4S a 

  آيد. دست مي هب

D D
¢ ¢ ¢

= -  = -2 23 312 3 24 4Â«ºn
ABC A B C

S S S ( a) a   

a a a =  =  =2 23 312 3 16 44  

ˆ Ãd¶ ˆ Ãd¶ABC A B C ( a) a a ( )¢ ¢ ¢+ = + = = =3 2 3 9 9 4 36   

 متوسط   » 3«گزينه  - 17
المركـزين   هاي خارجي و خط مركز تجانس دو دايره محل تلاقي مماس مشترك

  است.

  
، دانيم شعاع وارد بر خط مماس، در نقطه تماس به خط ممـاس عمـود اسـت    مي

OT^¢پس  MT  وO T MT¢ ¢ OTاست كه يعني  ^¢ O T¢ ¢.  
u ²IU MO OT

O MT :OT O T
MO OT

D
¢ ¢ ¢ ¢ ¾¾¾ =

¢ ¢
   

MO
OM OM OM

MO
 =  = +  =

+
4 3 2 30 3015 6  

½oÄHj IU ¾± ‚IÎ ¸ÄoTzÃMC M MA MO OA= = + = + =30 4 34   

 متوسط  » 2«گزينه  -18
يم به دليـل خـواص   كن بازتاب مي BDخط  را نسبت به پاره CDو  BCاضلاع 

BC¢و  BCDبازتاب دو مثلث  D       همنهشـت هسـتند پـس مسـاحت برابـري

  دارند.
SeIv¶ yÄHqÎH

BCD BCDBC D
S S S SD D D

¢
= + = 2   

= ´ ´ ´ = ´ ´ =
1 32 120 4 6 12 32 2BC CD sin 

 متوسط  » 1«گزينه  - 19
كنيم  وصل مي Bرا به  A¢ناميم و  مي A¢را  dنسبت به خط  Aبازتاب نقطه 

مسـير   ترين كوتاهجواب مسئله است كه  AMBقطع كند، مسير  Mرا در  dتا 

+AM MB .است  

  
ü¢= ïï ¢ =ýï= ïþ

S(A) A
AM A M

S(M) M
   

¢ ¢= + = + =AM MB A M MB A B فاصله ترين كوتاه  

A¢الزاويه با وتر  پس مثلث قائم B سـازيم كـه    مي= + = 7BO BQ QO  و
¢ = = 24A O HQ .است  

A B A O OB ( ) ( ) A B¢ ¢ ¢= + = + = + =  =2 2 2 2 224 7 576 49 625 25  

 دشوار  » 4«گزينه  - 20
نـاميم و   مـي  A¢كنيم و آن را  را پيدا مي dنسبت به خط  Aابتدا بازتاب نقطه 

دهيم تا بـه نقطـه    موازي ساحل انتقال مي 3 را با برداري به طول Bسپس نقطه 

¢B  .برسيم¢A  را به¢B كنيم تا خط  وصل ميd  را درM   قطع كند، سـپس

M  را با برداري برابر¢

BB  يم تـا نقطـه   ده ـ روي ساحل رودخانه انتقال مـيN 

  مسير است. ترين كوتاه AMNBدست آيد، مسير  هب

  

JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(A) A
AM A M

S(M) M

ü¢= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï= ïþ
   

=¢چون 


MN BB  پس¢B BNM الاضلاع است پس  متوازي¢ =MB NB.  

¢ ¢ ¢ ¢= + + = + + = +3 3AM MN NB A M MB A B فاصله ترين كوتاه  

¢اي با وتر  الزاويه مثلث قائم ¢A B سـازيم كـه    ميB O B R RO¢ ¢= + = و  8

¢ = - = 6A O HQ MN .است  

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢= + = + =  =2 2 2 36 64 100 10(A B ) A O OB A B  

¢ ¢= + = + =3 10 3 13A B طول مسير ترين كوتاه  
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  آزمون پلاس             

  
 »3«گزينه  - 1

ميانه وارد بـر   amالزاويه باشد ( هاي مثلث قائم ميانه cmو  bmو  amاگر 
  وتر است) داريم:

  
c abm m m+ =2 2 25   

a c a a a ab

a

m m m m m m m

m

+ + =  + =  =  =

 =

2 2 2 2 2 2 296 5 96 6 96 16
4

  

=ت پـس  دانيم ميانه وارد بر وتر نصف وتر اس ـ مي = =2 8aBC a m  و در
درجه باشد، ارتفاع وارد بر وتـر   15الزاويه، اگر اندازه يك زاويه حاده  مثلث قائم

1
=وتر است پس داريم:  4 = =

8 24 4
BC

AH.  

هم بازتاب و هم دوران تبديلات طولپا هستند، پس مسـاحت شـكل حاصـل بـا     
  حت شكل اوليه برابر است پس داريم:مسا

D = ´ = ´ ´ =
1 1 2 8 82 2ABC

S AH BC   

 »4«گزينه  - 2

  
D

=  =  =
1 830 162

AH
OAH : sin OA

OA OA
   

= + = +  =16 6 22OB OA AB OB   
D

=  =  =
130 112 22

BQ BQ
OBQ : sin BQ

OB
  

¢ ¢ ¢ ¢=  =  = =  =2 2 8 16S(A) A AH HA AA AH ( ) AA   
¢ ¢ ¢ ¢=  =  = =  =2 2 11 22S(B) B BQ QB BB BQ ( ) BB  

OH OH
OAH : cos OH

OA

OQ OQ
OBQ : cos OQ

OB
HQ OQ OH

D

D

üïïï=  =  = ïïïýïïï=  =  = ïïïþ
 = -

330 8 32 16
330 11 32 22

  

= -  =11 3 8 3 3 3HQ  

ABB A
(AA BB ) ( )

S HQ S¢ ¢
¢ ¢+ +

= ´ = ´  =
16 22 3 3 57 32 2   

 »1«گزينه  - 3
=چون  +2 2 2BC AB AC  است پس مثلث در رأسA .قائمه است  

  
و  ACرا نسبت به اضلاع  Hكنيم و سپس بازتاب نقطه  را رسم مي AHارتفاع 

AB  به ترتيبE  وF الزاويـه   هـاي قـائم   ناميم. در مثلـث  ميAHB  وAHC 
م، داري =aHAB  و = bHAC    اسـت و چـونa+b=90    اسـت پـس

 = a+ b=2 2 180EAF  است يعنيE  وA  وF .روي يك خط قرار دارند  
JIUpIM ·j¼M IP²¼Š

JIUpIM ·j¼M IP²¼Š

AC

AC

AB

AB

S (A) A
AH AE

S (H) E
AE AF AH

S (A) A
AH AF

S (H) F

EF AH

üü ï= ïï ï¾¾¾¾¾ = ïý ïï= ïïþ ï + =ýïü= ï ïï ï¾¾¾¾¾ =ý ïï ï= ï ïþ þ
 =

2

2

   

= ´ = ´  ´ = ´
1 1
2 2S AH BC AB AC AH BC AB AC   

 = ´  =5 10 15 6AH AH  
=پس  =2 2 6EF AH.  

 »4«گزينه  - 4
نقطه ثابت  Cها خودش است پس نقطه yنسبت به محور  Cچون بازتاب نقطه 

0قرار دارد يعني  yتبديل است و روي محور  1C( ,  ACاست و معادلـه قطـر    (
=است و  1y=برابر  6AC  است و نقطه¢O   محل برخورد قطرهاي مربـع

¢ 3 1O ( , =روي خط  BDاست پس قطر  ( 3x   3قرار دارد بنـابراين 4B( , ) 
  است. Bنقطه  ACنسبت به قطر  Dاست و بازتاب نقطه 

  
= - + - = + = =2 23 0 4 0 9 16 25 5BO ( ) ( )   

 »3«گزينه  - 5
=با توجه به اينكه  +2 2 2BC AB AC  آنگاه= 90Â    است. طبـق روابـط

  الزاويه داريم: مثلث قائم
AB BH BC BH

BH /

= ´  = ´
 =

2 36 10
3 6

   

=پس  - = - =10 3 6 6 4CH BC BH / /.  
¢ ¢=  = = 3 6S(B) B BH HB /   

¢ ¢ ¢= - = -  =6 4 3 6 2 8B C HC HB / / B C /   

ABC
S AH BC AB AC AH AH /D = ´ = ´  ´ = ´  =

1 1 10 6 8 4 82 2   

AB C AB C
S AH B C / / S /D D

¢ ¢
¢= ´ = ´ ´  =

1 1 4 8 2 8 6 722 2  
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 »4«گزينه  - 6
، انتقـال يافتـه   C¢توان گفت كـه دايـره    چون دو دايره مساوي هستند، پس مي

¢با بردار  Cدايره  = 2OO R دانـيم، انتقـال طولپـا اسـت چـون       است و ميd 
در  Bتصوير نقطـه   Dو نقطه  Aتصوير نقطه  Cاست پس نقطه  OO¢زي موا

=اين انتقال است، بنابراين  = 2AC BD R.  

  
=چـون   APNCدر چهارضلعي  = 2AC PN R  وAC PN    اسـت، پـس

APالاضلاع است بنابراين  متوازي CN .است  
 ÁpH¼¶ Š¼ˆ iJn¼¶AP CN , CP APC PCN ( )¾¾¾¾¾ = 1  

oˆ ¤ ¾M »n ÂŠId¶ PCN ( )= 90 2   
ــط ( ــي 2) و (1از رواب ــه م ــريم  ) نتيج گي = 90APC   ــب ــين ترتي ــه هم و ب
 = 90BPD .است  

 + = + = 90 90 180APC BPD 

 »2«گزينه  - 7
مسـاحت بـه    الاضلاع را رسم كنيم دو مثلـث هـم   متوازي دانيم اگر قطر يك مي

  آيد. وجود مي

  
oˆ ¤Ì°†¯HÁpH¼T¶ BH

ABH BB H
BB AH V ABB H S SD D

¢
¢ ¢= =  ¾¾¾¾ =
  

   

oˆ ¤Ì°†¯HÁpH¼T¶ CH

AHC HCC
CC AH V ACC H S SD D

¢
¢ ¢= =  ¾¾¾¾ =
  

  

¢و  ABCچون انتقال يك تبديل طولپا است پس دو مثلث  ¢ ¢A B C  همنهشت
  هستند و مساحت برابري دارند.

ABB C C
ABC BHB HB C CC H

ABC ABH ABC AHC

S S S S S

S S S S

D D D D

D D D D

¢ ¢
¢ ¢ ¢ ¢

= + + +

= + + +
  

ABB C C
ABC ABH AHC ABC

S S (S S ) S ( )D D D D¢ ¢ = + + = = =2 3 3 12 36  

 »1«گزينه  - 8
  كند بنابراين داريم: دانيم، انتقال شيب خط را حفظ مي مي

  
Ì°†¯HÁpH¼T¶ Â •± †nI¿aBB CC V

BB C C
BC B C

ü¢ ¢ ïï ¢ ¢ýï¢ ¢ ïþ

 


  

= - =1 180 40 140B̂  
  برابر هستند پس:رو  هاي روبه الاضلاع، زاويه دانيم در متوازي مي

 CC C B¢ ¢¢ = = 1 140   

 »1«گزينه  - 9
=vرا با بردار  Cز دايره مرك

 بدست آيـد كـه    O¢دهيم تا نقطه  انتقال مي 6
vچون  R=

  است پس¢O  روي دايرهC      است و چـون انتقـال طولپـا اسـت
  گذرد. مي Oهم از  C¢است و دايره  6هم برابر  C¢پس شعاع دايره 

  
در مثلث 

D
¢OAO  و

D
¢OBO هسـتند، حـال    6الاضلاع به ضلع  هر دو متساوي

  اب كنيم.است را حس 60خواهيم مساحت قسمت رنگي كه يك قطعه  مي

D
¢

p p
= - = ´ - ´ = p-

2 2 260 36 6 6 9 3360 6 4Â«ºn
AOO

R
S S ( )   

¥oTz¶ ¾ÃeIº Â«ºn
AOO BOO

S S S S ( )D D
¢ ¢

= + + = + + p-4 9 3 9 3 4 6 9 3  

= + p- = p-18 3 24 36 3 24 18 3  

 »4«گزينه  - 10

  
= + = + =  =2 2 2 8 8 16 4BC AB AC BC   

=الساقين اسـت پـس    الزاويه متساوي قائم ABCمثلث  = 45ˆB̂ C   و چـون
¢ ¢AB C ث دوران يافته مثلABC   به مركـزA   و زاويـه45   اسـت و دوران

¢و  ABCكند دو مثلث  طولپا است و اندازه زاويه را حفظ مي ¢AB C  همنهشت

  هستند. پس داريم:

¢ = = 2 2AB AB  و¢ = = 2 2AC AC  وBC B C¢ ¢= = 4   

D
¢ ¢

¢ ¢ ¢ ¢= = ´
1 1
2 2AB C

S AK.B C AB AC   

¢ ¢ ¢ ¢ ´ = ´  ´ = ´  =4 2 2 2 2 2AK B C AB AC AK AK   
=به طريق مشابه  2AN  

= - = -2 2 2BK AB AK   
¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ˆ ˆBKM:B M BM KM

D
= =  ¾¾¾¾¾ = = -45 2 2 2   

را نصـف   BCضـلع   ANالساقين است پس ارتفاع  متساوي ABCچون مثلث 

=كرده است پس  = 2BN NC.  

¥oTz¶ ¾ÃeIº
ANB BMK

S S S AN NB KM.BKD D= - = ´ -
1 1
2 2  

( )( )= ´ ´ - - -
1 12 2 2 2 2 2 2 22 2   

S ( ) = - - + = - + = -
12 8 8 2 4 2 6 4 2 4 2 42   
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 »3«گزينه  - 11

  
=¢ باشد: 180و زاويه  Oبه مركز  Aدوران  A¢اگر  =OA OA k  
¢ باشد: 180و زاويه  O¢به مركز A¢دوران  A¢¢اگر  ¢ ¢ ¢¢= =O A O A t  

u ²IU u§–OA O A
A AA : OO AA

OA O A

D ¢ ¢ ¢
¢ ¢¢ ¢ ¢¢= = ¾¾¾¾

¢ ¢¢
1   

u ²IU OA OO k OO
A AA :OO AA

A A AA k AA
AA OO

D ¢ ¢ ¢
¢ ¢¢ ¢ ¢¢ ¾¾¾ =  =

¢ ¢¢ ¢¢
¢¢ ¢ =

 2
2

   

 A¢¢برابر آن بر  2و طول  OO¢توان با يك انتقال موازي  را مي Aپس انتقال 
  تصوير كرد.

 »2«گزينه  -12

  
 D

= = =  = 
4 3 3034 3

BC
ABC : tanBAC BAC

AB
   

¢دوران يك تبديل طولپا است پس  = = 4AD AD   
MD MD

AD M : tan MD
AD

D ¢ ¢
¢ ¢=  =  =

3 4 330 3 4 3   

D D
¢ ¢

¢ ¢= ´ = ´ ´  =
1 1 4 3 84 32 2 3 3AD M AD M

S AD D M S   

 »3«گزينه  - 13

  
= + = + =  =2 2 2 25 144 169 13BC AB AC BC   

Sr دانيم شعاع دايره محاطي داخلي از رابطه مي
P

  آيد. دست مي هب =

S AB AC S= ´ = ´ ´  =
1 1 5 12 302 2   

P AB AC BC P P= + +  = + + =  =2 2 5 12 13 30 15   
S

r r
P

= =  =
30 215  

OH AQ r= = =  OQAالزاويــــه  اســــت پــــس در مثلــــث قــــائم 2
=داريم: + = + =  =2 2 2 4 4 8 2 2OA OQ AQ OA    

اسـت پـس    O¢نقطـه   90و زاويـه   Aبـه مركـز    Oان يافته نقطه چون دور
¢ = 90OAO  وOA O A¢= = 2 2.  

AOO :OO OA O A ( ) ( )

OO

D
¢ ¢ ¢= + = + = + =
¢ =

2 2 2 2 22 2 2 2 8 8 16
4

   

 »4«گزينه  - 14
=چون  +2 2 2BC AC AB  است پس= 90Â .است  

  

= = =  =
3 1 306 2

AB ˆsinC C
AC

  

دانيم تركيب دو بازتاب متوالي با محورهـاي متقـاطع يـك دوران بـه مركـز       مي

تلاقي دو محور و زاويه دوران دو برابر زاويه تقـاطع دو محـور اسـت. بنـابراين     

  داريم:


Dü¢¢= ïïï ¢¢ ¢¢  =ýï¢¢ = = ïïþ2 30 60

Ì°†¯HÁ»IvT¶
MC M C

MCM MM CM
MCM ( )

   

=، ACMدر مثلث  90Â  و= =
3

2 2
AB

AM  و= 3 3AC .است  

CM AM AC CM MM¢¢= +  = + = = =2 2 2 9 117 3 13 3 13274 4 2 2  

 »2«گزينه  - 15
و مركــز تجــانس مســتقيم، محــل برخــورد  Oمركــز تجــانس معكــوس نقطــه 

  ).Mاست (نقطه  BCو  ADامتدادهاي 

  

3تفـاع  انـدازه هـر ضـلع ار    aالاضلاع به ضلع  دانيم در مثلث متساوي مي
2 a 

=است بنابراين  2 3OQ  و= 3 3OH  است پس  

HQ= + =2 3 3 3 5 3  

¾MIzU ÂwIwH ¾Ã…¤ AB
AB DC ABM DCM k k

DC

D D
¾¾¾¾¾¾  =  = =  4 2

6 3   

  ها برابر نسبت اضلاع است. دانيم در دو مثلث متشابه نسبت ارتفاع مي

=  =  =
+ +

2 2
3 35 3

MQ MQ MQ
k

MH MQ QH MQ
   

 = +  =3 2 10 3 10 3MQ MQ MQ  
  آوريم: را بدست مي MOحال فاصله 

= + = + =10 3 2 3 12 3MO MQ QO   
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 »1«گزينه  - 16
محل تلاقي نيمسازها مركز دايره محاطي داخلي مثلث است و چون مركز دايـره  

محاطي داخلي و دايره محيطي دو مثلث يكسان است (نقطه ثابت تبـديل) پـس   

  باشد: aع است و اگر اندازه هر ضلع آن الاضلا مثلث متساوي

  
=  =  =3 12 3 4a a a محيط  

 =  =23 4 34S a S   

برابـر شـعاع دايـره محـاطي      2الاضلاع شعاع دايـره محيطـي    در مثلث متساوي

=داخلي است پس  = 2R
k

r
.  

¢ ¢
¢=  =  =2 4 16 3

4 3
S S

k S
S

   

 »1«گزينه  - 17
وصـل   Bرا بـه   M¢نـاميم و   مي M¢را  ACنسبت به خط  Mطه بازتاب نق

كمتـرين   MNBمثلـث   قضيه هـرون قطع كند، بنا به  Nرا در  ACكنيم تا  مي

  محيط ممكن را دارد.

  

JIUpIM ·j¼M IP²¼ŠS(N) N
NM NM

S(M) M

ü= ïï ¢¾¾¾¾¾ =ýï¢= ïþ
   

ˆ Ãd¶MNB MN NB MB M N NB M B¢ ¢= + + = + + = +7 7   

M¢اي كه وتر آن  زاويهال مثلث قائم B سازيم. باشد، مي  

=¢اسـت پـس    MM¢روي عمودمنصـف    Aچون نقطـه   = 8AM AM  و

¢= = 8BO AM  است و¢= =15AB M O.  

D
¢ ¢ ¢= + = +2 2 2 2 215 8OM B:M B M O OB   

¢= + =  =225 64 289 17M B  

ˆ Ãd¶MNB M B¢= + = + =7 17 7 24  

 »2«گزينه  -18
به ترتيـب روي   DAو  DCروي مبدأ مختصات و اضلاع  Dفرض كنيم نقطه 

)Aصورت  باشند در اين yو  xمحورهاي  , )0 10و  6 0C( , 4و  ( 6B( , است و  (
  ست داريم:ا BEوسط  Eچون 

  
B C B Cx x y y

E( , ) E( , )
+ +

 7 32 2   

بـرويم   Eو بعد از آن به نقطـه   x به محورس سپو  yبه محور  Bخواهيم از  مي
  مسير ممكن باشد كه  ترين كوتاهبه طوري كه 

+دانيم از دستور  مي + +2 2
B E B E(x x ) (y y   آيد. دست مي هب (

BM MN NE ( ) ( )+ + = + + +2 24 7 6   كمترين مقدار 3
= + =121 81 202 

 »4«گزينه  - 19
كنـيم و مسـاحت زمـين بـه انـدازه       بازتاب مـي  GFدايره را نسبت به قطر  نيم

  يابد. مساحت دايره افزايش مي

  
=p =p = p2 24 16½oÄHjS r ( )   

كنيم چون بازتاب طولپا  بازتاب مي ACخط  را نسبت به پاره ABو  BCاضلاع 
AB¢و  ABCمثلث  2است پس  C .همنهشت هستند  

D D
¢

= = ´ = ´ ´ =
1 1 8 2 82 2ABC AB C

S S AB BC   

SeIv¶ yÄHqÎH ½oÄHj
ABC AB C

S S S S ( )D D
¢

= + + = p+ + = p+16 8 8 16 1   

 »3«گزينه  - 20
نسـبت بـه محـور     Aقرار دارند. بازتاب نقطه  BDدر يك طرف  Eو  Aنقاط 
BD  كه قطر لوزي است نقطهC شود (زيرا در لـوزي قطرهـا عمودمنصـف     مي

نـاميم، بنـابر قضـيه هـرون      مـي  Mرا  BD و قطـر  CEيكديگرند) نقطه تلاقي 
+MA ME ترين مقدار خود را دارد، پس محيط  كمMAE تـرين مقـدار    كم

  خود را دارد.

  
  ها است پس داريم: سي ميانهنقطه همر ACD ،Mدر مثلث 
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