
   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 1

  
  
  
  
  

  1بخش                 
  

 آسان     - 1
  6 ب)  آ) قطر دايره محيطي

5پ) 
3ت)    3

2   

  ج) خارج   30ث) 

-) چ
1
2   

 آسان     - 2
  ب) درست  آ) درست

  ت) درست  پ) نادرست

  ج) درست  ث) نادرست

 ) نادرستح  نادرست) چ

 آسان     - 3

  
Â a b c=  = +2 2 290   

a a a
bcS ah bc ah bc h
a

= =  =  =
1 1
2 2   

a

c b a a( )
bcb c b c b c h

+
+ = = = =

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2
1 1 1   

 دشوار    - 4
  كنيم. حالت اثبات مي 2مسئله را در 

  ها حاده باشند. ) همه زاويه1حالت 

  
وصل  A را به Dقطع كند،  Dكنيم تا دايره را در  را رسم مي Bقطر گذرنده از 

  كنيم. مي





ÂŠId¶

ÂŠId¶

ABĈ
ˆD̂ C

ABD̂

üïïï= ïïï  =ýïïï= ïïïþ

2

2

   

  ÂŠId¶ BDBAD BAD=  = 902   

ˆD̂ CAB C CˆˆABD : sinD sinC RˆBD R sinC

D == ¾¾¾ =  = 22   

aبه همين ترتيب  b c R
sinA sinB sinC

= = = 2   

  ) مثلث داراي زاويه منفرجه باشد.2حالت 

  
 ¢Aگيـريم و   نظر مـي  در BCرا روي دايره محيط و در طرف ديگر  ¢Aنقطه 

  كنيم. وصل مي Cو  Bرا به 

sinA sinAˆ ˆA A
Â A

ì ¢=ïï¢+ =  íï ¢>  <ïî
180

90 90
   

Aمثلث  BC¢  زاويه حاده است پس: 3داراي  
a aR R

sinA sinA
=  =

¢
2 2   

a b c R
sinA sinB sinC

= = = 2  

 متوسط    - 5

  
a R R R

sinA sin
=  =  =

10 102 2 2120 3
2

  

R R R =  =  =
10 33 10 10 33

  

a b sinB
sinA sinB sinB

=  =  =

10 6
10 10 183 10 63
2

  

B̂
sinB

B̂

ìï = ïï = =  íï = ïïî

453 2 2
6 2 135

   

¡ ¡ —

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆB A B C C C
ˆ ˆ ˆˆ ˆB A B C C

Ĉ

ìï =  + + =  + + =  = ïïïï =  + + =  + + =íïïï =- ïïî

45 180 120 45 180 15
135 180 120 135 180

75
  



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 2

 آسان      - 6

  
a c a a a

sinA sinC
=  =  =  =

800 800 2 800 6
32 3 3

2 2

   

ˆ ˆˆ ˆ ˆA B C B B+ + =  + + =  = 180 45 60 180 75  

 دشوار    - 7

  
ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C A A+ + =  + + =  =180 30 45 180 105  
sinA sin sin( ) sin cos cos sin= = + = +105 45 60 45 60 45 60   

sinA sinA +
 = +  =

2 6 2 6
4 4 4  

a b b b
sinA sinB

=  =  =
+ +
20 80 212 6 2 6

24

   

( )b b ( )- -
 = ´ =  = -

+ -
40 6 2 40 6 2 10 6 246 2 6 2

   

b c ( ) c
sinB sinC

c ( ) c ( )

-
=  =

 = -  = -

10 6 2
1 2
2 2

10 12 2 20 3 1

   

 دشوار      - 8
a aR sinA

sinA R
b bR sinB sinA sinB cinC
sinB R
c cR sinC
sinC R
P
R ( )

üïï=  = ïïïïïï=  =  + +ýïïïïïï=  = ïïþ

= = =

2 2
2 2
2 2

2 20 5
2 2 12 6

   

 متوسط     - 9
a aR sinA

sinA R
=  =2 2   

b bR sinB
sinB R

=  =2 2  

c cR sinC
sinC R

=  =2 2  

R

a b csin A sin B sin C
R R R

ˆa b c A´

= +  = +

¾¾¾ = +  = 
2

2 2 22 2 2
2 2 2

4 2 2 2
4 4 4

90

   

 متوسط     - 10

  
a asinA sinA
R R

=  =2 2   

abc abc abcS bcsinA S S R
R R S

=  =  =  =
1 1
2 2 2 4 4   

 دشوار    - 11
  كنيم. حالت اثبات مي 2قضيه را در 

  كنيم. را رسم مي AHها حاده باشند: ارتفاع  ) همه زاويهآ

  
AHABH : sinB AH CsinB
C

D
=  =   

BHABH : cosB BH CcosB HC a CcosB
C

D
=  =  = -  

AHC : b AH HC b c sin B (a ccosB)
D

= +  = + -2 2 2 2 2 2 2  

b c sin B a accosB c cos B = + - +2 2 2 2 2 22   

b a c (sin B cos B) accosB = + + -
2 2 2 2 2

1
2   

b a c accosB = + -2 2 2 2  

a به طريق مشابه b c bccosA= + -2 2 2 cو  2 a b abcosC= + -2 2 2 2.  
  كنيم. را رسم مي AH) يك زاويه منفرجه باشد: ارتفاع ب
  

sinB sinBˆ ˆB B
cosB cosB

ì =ïï+ =  íï =-ïî

1
1

1
180   

  

 

hsinB h csinB h csinB
c
HBABH : cosB HB ccosB
c

HB ccosB HC a ccosB

D

ìïï =  =  =ïïïïïíï =  =ïïïïï =-  = -ïî

1 1

1 1  

AHC :AC AH HC b c sin B (a ccosB)
D

= +  = + -2 2 2 2 2 2 2  

b c sin B a c cos B accosB = + + -2 2 2 2 2 2 2   

b a c (sin B cos B) accosB

b a c accosB

 = + + -

 = + -

2 2 2 2 2

2 2 2
2

2
   

aبه همين ترتيب b c bccosA= + -2 2 2 cو2 a b abcosB= + -2 2 2 2.  



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 3

 متوسط     -12
  است با سرعت ضرب زمان طي مسافت.طبق روابط فيزيكي مسافت طي شده برابر 

x vt OA OAD =  = ´  =
160 302   

x vt OB OBD =  = ´  =
1100 502  

AB OA OB OA OBcos

AB ( )( )( )

= + - ´

 = + - -

2 2 2

2
2 120

1900 2500 2 30 50 2
   

AB= + + =  =900 2500 1500 4900 70   

 آسان    - 13

  
a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + - -2 2 2 2 12 100 36 2 10 6 2   

a a = + =  =2 136 60 196 14   
a b c= + + = + + =14 6 10   محيط 30

 دشوار    - 14

  
a b c bccosA a ( )( )cos= + -  = + -2 2 2 22 225 400 2 20 15   (آ 60

a a a = -  = = ´  =2 2625 300 325 25 13 5 13   
a b

sinA sinB sin sinB sinB
=  =  =

5 13 15 10 13 15
60 3

  (ب 

sinB sinB sinB =  = ´  =
15 3 13 3 3910 13 15 3 2610 13 13

   

CH CH CHACH : sinA sin CH
AC

D
=  =  =  =

3 15 360 15 2 15   پ( 2

 متوسط    - 15

  
x vt AB cD =  = ´ =  =60 1 60 60   

x vt AC bD =  = ´ =  =
140 20 202  

a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + - -2 2 2 2 32 400 3600 2 20 60 2  

a= +  = +4000 1200 3 4000 1200 3   

 آسان    - 16
( bc)
( bc)

Â cosA bccosA´-
¸ -

>  < ¬¾¾¾¾- >2
290 0 2   (آ 0

b c b c bccosA b c a b c+¬¾¾¾ + - > +  > +
2 2 2 2 2 2 2 2 22  

( bc)
( bc)

Â cosA bccosA´-
¸ -

<   > ¬¾¾¾¾- <2
290 0 2   (ب 0

b c b c bccosA b c a b c+¬¾¾¾ + - < +  < +
2 2 2 2 2 2 2 2 22  

( bc)
( bc)

Â cosA bccosA´-
¸ -

=   = ¬¾¾¾¾- =2
290 0 2   (پ 0

b c b c bccosA b c a b c+¬¾¾¾ + - = +  = +
2 2 2 2 2 2 2 2 22  

 آسان    - 17
a b c= + = + =2 2 281 36 100   (آ 136

ˆa b c A< +  < 2 2 2 90   

a b c= + = + =2 2 281 16 64   (ب 80

ˆa b c A> +  > 2 2 2 90   

a b c= + = + =2 2 2289 225 64   (پ 289

ˆa b c A= +  = 2 2 2 90   

 دشوار    -18

  
ˆ ˆM M cosM cosM+ =  =-1 2 2 1180   

a a
a aABM : c m m ( )cosM

D
= + -

22 2 124 2   

a a
ac m m .a cosM ( ) = + -

22 2 1 14  

a a
a aAMC : b m m ( )cosM

D
= + -

22 2 224 2   

a a
ab m m .a cosM ( ) = + +

22 2 1 24  

  كنيم. ) جمع مي2) را با رابطه (1رابطه (

a
ab c m+ = +

22 2 22 2   



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 4

 آسان      - 19

  

a
ab c m+ = +

22 2 22 2   

a a am m m+ = +  = +  =2 2 26436 16 2 52 2 32 20 22  

a am m =  =2 10 10   

 متوسط    - 20

  

a
ab c m+ = +

22 2 22 2   

a a am m m+ = +  =  =2 2 216 54 9 2 5 22 2  

a am m = ´  =
5 2 10

22 2
   

 متوسط      -21

  

a
a ab c m ( )+ = +  + = +

2 22 2 2 22 36 81 2 62 2   

a a a a = +  =  =  =
2 2 2117 72 45 90 3 102 2  

 دشوار    - 22

a

c

b

a cb

ab c m

ca b m a b c

ba c m

a b cm m m

+

üïïï+ = + ïïïïïïïý+ = + ¾¾ + +ïïïïïïï+ = + ïïïþ

= + + + + +

22 2 2

22 2 2 2 2 2

22 2 2

2 2 22 2 2

2 2

2 2 2 22

2 2

2 2 2 2 2 2

   

a cb

a cb

a b c (m m m )

(a b c ) m m m¸

 + + = + +

¾¾ + + = + +

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 22 2 2
3
4

   

 دشوار - 23

  
ˆ ˆ ˆ ˆD D cosD cosD+ =   =-1 2 12 180   

ˆABD :AB BD AD BD ADcosD
D

= + - ⋅2 2 2 12   
DC AB DC

ˆBD DC AD DC BD AD DCcosD ( )

´¾¾¾ ⋅

= ⋅ + ⋅ - ⋅ ⋅

2

2 2 12 1
  

ˆADC :AC DC AD DC.ADcosD
D

= + -2 2 2
22   

DB AC DB DC DB AD DB
ˆDC AD DBcosD ( )

´¾¾¾ ⋅ = ⋅ + ⋅

+ ⋅ ⋅

2 2 2

12 2
  

  كنيم. ) جمع مي2) را با رابطه (1رابطه (

AB DC AC DB

BD DC AD DC DC DB AD DB

⋅ + ⋅

= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ 

2 2

2 2 2 2   

BC BC
AB DC AC DB AD (DC DB) BD DC(BD DC)⋅ + ⋅ = + + ⋅ +2 2 2

   

AB DC AC DB AD BC BD DC BC⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅2 2 2  

 متوسط - 24

  
AB MC AC MB AM BC BM MC BC⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ ⋅2 2 2   

a
a a a ac b m a a + = ´ + ´ ´2 2 2
2 2 2 2   

a
a

ac b m
´

¾¾¾ + = +

2 22 2 22 2   

 متوسط    - 25

  
xb yc a(L xy) x( ) ( ) ( x)( x)+ = +  + = + +2 2 2 64 6 49 6 36 6   

x x x x x + = + + +  + - =2 264 294 216 36 36 6 6 8 78 0   

¡¡ —

x
(x )( x )

x

ì =ïïïï - + = íï =-ïïïî

3
3 6 26 0 13

3
   



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 5

  
  
  
  
  1بخش                     

 
 آسان  »  1«گزينه  - 1

  

Â BC AB AC

( x ) (x ) ( x )

=  = +

 + = + + +

2 2 2

2 2 2
90
2 3 1 2 1

   

x x x x x x x x + + = + + + + +  - - =2 2 2 24 12 9 2 1 4 4 1 6 7 0   

¡ ¡ —
x

(x )(x )
x

ì =ïï - + =  íï =-ïî

77 1 0 1   

=AB صورت ايندر  Sو  8 AB AC= ´ = ´ ´ =
1 1 8 15 602 2   

 آسان   » 2«گزينه  - 2

  

AH BH HC AB / / AB AB= ´  = ´  =  =2 2 22 5 14 4 36 6   

 متوسط  »  4«گزينه  - 3

  

EDC : EF DF FC FC FC
D

= ´  = ´  =2 16 1 16   

ABC : BC FC AC BC ( )

BC

D
= ´  = ´ + + =

 =

2 2 16 16 1 3 320
8 5

 

 آسان  »  3«گزينه  - 4
 تـرين  كوچـك شـود، پـس    وارد ميضلع مثلث  ترين بزرگميانه به  ترين كوچك

الزاويه، ميانه وارد بر وتر است كـه نصـف وتـر اسـت پـس       ميانه در مثلث قائم

BC AM ( )= = =2 2 8 16.  

  
AB AB x , AC x
AC

=  = =
3 3 33   

BC AB AC x x x= +  = +  =2 2 2 2 2 2 256256 3 9 12   

x x x =  =  =2 64 8 8 3
3 33

   

=ABپس  =ACو  8 8 3  

S AB AC S= ´ = ´ ´  =
1 1 8 8 3 32 32 2  

 متوسط   »  2«گزينه  - 5
ADكنيم.  را رسم مي EHابتدا  EH= = 6   

  

AHB
S EH AB AB ABD = ´  = ´ ´  =

1 139 6 132 2   

AHاگر  x=  باشد، آنگاهHB x=   است. 13-

AEB: EH AH HB x ( x) x x
D

= ´  = ´ -  = -2 2 26 13 36 13   
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï - + =  - - =  íï =ïî

2 413 36 0 4 9 0 9   

AHچون  DE x= HBو  = EC x= = DEو  13- EC<    اسـت پـس
x= =DEاست بنابراين  4   است. HB=9و  4

DE
HB

=
4
9   

 متوسط   »  1«گزينه  - 6

  
BC AB AC BC= + = + =  =2 2 2 9 16 25 5   

BCAMدانيم ميانه وارد بر وتر نصف وتر است پس  مي /= = 2   است. 52

S AH BC AB AC AH BC AB AC= ´ = ´  ´ = ´
1 1
2 2  

AH AH / ´ = ´  =5 3 4 2 4  

AHM :AM AH HM / / HM
D

= +  = +2 2 2 26 25 5 76   
HM / HM / =  =2 0 49 0 7   

HM /sin sin sin /
AM /

a =  a =  a =
0 7 0 282 5   



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 6

 آسان   »  4«گزينه  - 7
)چون : اولروش  ) ( ) ( )= +2 2 24 2 2 الزاويه است  است بنابراين مثلث قائم 3

الزاويه مجموع مربعات دو ميانه وارد بر اضـلاع قائمـه،    دانيم در مثلث قائم و مي

  برابر مربع ميانه وارد بر وتر است و ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است. 5

  

a

a c ab

m

am m m m ( ) ( )+ + = = = =


2

2 2 2 2 2 2

5

46 6 6 242 2   

  :  دومروش 

 
a cb

a cb

m m m (a b c )

m m m ( )

+ + = + +

 + + = + + = ´ =

2 2 2 2 2 2

2 2 2

3
4

3 316 4 12 32 24
4 4

  

 متوسط   »  3«گزينه  - 8
برابـر   5الزاويه مجموع مربعات دو ميانه وارد بـر اضـلاع قائمـه،     در مثلث قائم

  مربع ميانه وارد بر وتر است و ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است.

  

c a abm m m ( ) ( ) m+ =  + =2 2 2 2 2 25 2 5 15 5  

a a am m m + =  =  =2 220 15 5 7 7  

aa m a=  =2 2 7   

 آسان   »  3«گزينه  - 9
در هر مثلث اندازه هر ضلع به سينوس زاويه مقابل آن برابر قطر دايره محيطـي  

  است.

  
a R R R

sinA sin

R R

=  =  =

 =  =

8 82 2 21150
2

2 16 8
   

 دشوار   »  2«گزينه  - 10
ارتفاع و ميانه و نيمساز وارد بر قاعده مثلث الاضلاع،  دانيم در مثلث متساوي مي

=Âبر هم منطبق هسـتند. چنانچـه    a2     فـرض شـود، ارتفـاعAH   را رسـم
  كنيم و داريم: مي

  
ABH :AB BH AH AH
D

= +  = +2 2 2 2100 36   
AH AH =  =2 64 8  

BHsin
AB

a = = =
6 3
10 5   

AHcos
AB

a = = =
8 4
10 5   

sinدانيم  مي sin cosa = a a2   است پس داريم: 2

sinA ( )( )= =
3 4 242 5 5 25   

  در هر مثلث اندازه هر ضلع به سينوس زاويه مقابل آن برابر قطر دايره محيطي است.
BC R R / R R /
sinA

=  =  =  =
122 2 12 5 2 6 2524
25

   

 آسان   »  4«گزينه  - 11

  
ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C C C+ + =  + + =  = 180 60 75 180 45   

  يم:ها دارsinبنا به قضيه 
a c c c c

sinA sinC
=  =  =  =

5 3 5 5 2
3 2 2

2 2

   

 متوسط  »  1«گزينه  -12
¾Ã† ¤ a b c a b csin :

sinA sinB sinC
= =  = =63 5 4

65 13 5

   

a k
a b c k b k

c k

ì =ïïïï = = =  =íïïï =ïî

63
65 13 5 65 2563 5 4 52

   

P a b c k k k= + +  = + +2 280 63 25 52   

k k =  =280 140 2  

a b k k k ( )- = - = = =63 25 38 38 2 76   



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 7

 متوسط  »  1«گزينه  - 13
IÀ ¾Ã† ¤ a b csin : R

sinA sinB sinC
= = = 2  

Â
R

b c R b RsinB sinB
sinB sinC

c RsinC sinC

= 
ì =ïïïï¾¾¾¾ = = =  = =íïïï = =ïî

90
9 2

9 2 2 91 2 9
  

p a b c sinB sinC= + + = + +2 9 9 9  

(sinB sinC) ( )= + + = + = + =
49 9 9 9 9 12 213  

 متوسط   »  1«گزينه  - 14
aنكته:  c a ck k

b d b d
+

= =  =
+

   

¾Ã†¤ a b c / b csin :
sinA sinB sinC sinA sinB sinC

+
= =  =

+
0 1  

A

/ b c / sinA /
sinA (b c) sinA

Â<

+
 =  =  =

+

¾¾¾ = 90

0 1 0 1 1 0 55 5
30

  

 متوسط   »  2«گزينه  - 15
  روش اول:

S R R R R=p  p=p  =  =2 2 236 36 6   

¾Ã†¤ a b csin : R
sinA sinB sinC

= = = =2 12  

a sinA , b sinB , c sinC = = =12 12 12  

P a b c sinA sinB sinC= + +  = + +2 16 12 12 12   

sinA sinB sinC¸¾¾¾ + + =12 4
3   

  روش دوم:

   نكته: 

ˆ Ãd¶ œ ~ºPsinA sinB sinC ( p)
R

+ + =   

Rبا توجه به اينكه شعاع دايره محيطي  = Pاست و  6 P=  =2 16 8   
PsinA sinB sinC
R

+ + = = =
8 4
6 3  

 آسان  »  4«گزينه  - 16
P PsinA sinB sinC P
R

+ + =  =  =
4 16
3 4 3  

Srدانيم شعاع دايره محاطي داخلي از دستور  مي
P

  آيد. دست مي هب =

Sr r
P

= =  =
16 316
3

  

 دشوار  »  3«گزينه  - 17
sin A cos B cos C sin A sin B sin C+ + =  + - + - =2 2 2 2 2 22 1 1 2   

sin A sin B sin C = +2 2 2   

¾Ã†¤ a b csin : R
sinA sinB sinC

= = = 2  

a b csinA , sinB , sinC
R R R

 = = =2 2 2  

a b csin A sin B sin C
R R R

= +  = +
2 2 22 2 2
2 2 24 4 4

  

ˆa b c A = +  = 2 2 2 90  

ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C C C+ + =  + + =180 90 5 180   

ˆ ˆ ˆC C , B =  = =6 90 15 75 

  
باشد، ارتفـاع وارد   75و  15 قائم الزوايه هاي حاده يك مثلث دانيم اگر زاويه مي

1بر وتر، 
  وتر است پس داريم: 4

AH BC AH= = ´  =
1 1 12 34 4   

S AH BC S= ´  = ´ ´ =
1 1 3 12 182 2   

 متوسط  »  3«گزينه  -18
sin A sin B cos C sin A sin B sin C+ =  + = -2 2 2 2 2 21  

sin A sin B sin C ( ) + + =2 2 2 1 1   

IÀ ¾Ã† ¤ a b csin : R
sinA sinB sinC

a b c R
sin A sin B sin C

= = =

 = = =
2 2 2 2
2 2 2

2

4
  

( )a b c a b c( )
sin A sin B sin C

+ + + +
 = ¾¾ =

+ +

2 2 2 2 2 212
2 2 2 4 5 1001   

a b c + + =2 2 2 100  
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 دشوار   »  4«گزينه  - 19
A  را بهD كنيم چون دو زاويه  وصل ميD1  وD2 مكملند پس:  

sinD sinD=1 2.  

  
ABADB: R ( )
sinD

D
= 1

1
2 1   

ACADC : R ( )
sinD

D
= 2

2
2 2  

  ) تقسيم كنيم داريم:1) را به رابطه (2اگر رابطه (

nj ¾Ã† ¤

RAC
AB R R

RAC AB AC sinABC sin :
sin sin AB sin

R
R

D

üïï= ïïïï =ýïïï=  = ïïïþ

 =

2
1 2

1

2
1

3
2
260

260 45 45
3
2

   

Âˆ Ãd¶ ½oÄHj
Âˆ Ãd¶ ½oÄHj

R RADC S ( )
ADB S RR

p
= = =

p

2 22 2
2 11

3
2   

 آسان   »  2«گزينه  - 20

  

IÀ ¾Ã† ¤ ¢LŠ AB AC AB AC ABsin :
sin sin AC

=  =  =
3

60 45 3 2 2
2 2

  

AB( )S AB( ) ( )ACS AC( )

p
= = = =

p

2
2 22

21

1
3 32 2

1 22
2 2

   

 دشوار  »  2«گزينه  -21
كنـيم، چـون دو زاويـه     را رسم مي ADCو  ABDهاي محيطي دو مثلث  دايره

D̂1  وD̂2  مكملند پسˆ ˆsinD sinD=1 2.  

  

ˆ ˆsinD sinD

ABABD : R R
sinD sinD sinD R

RACABD : R R sinDsinD sinD

R
R

D

¸
D

=

üïïï=  = ïïï ¾¾ =ýïïï=  = ïïïþ

¾¾¾¾¾¾ =1 1

1 1
1 1 1 1

2
2 2 22 2

1
2

3 32 2
2

5 252 2

3
5

   

BDABD : R sinA
sinA R

D
=  =1 1

1 1
32 2   

DCADC : R sinA
sinA R

D
=  =2 2

2 2
42 2  

sinA R R
sinA R

R

= = = ´ =2 2 1
1 2

1

4
2 8 8 3 4

3 6 6 5 5
2

   

 آسان   »  1«گزينه  - 22

  

a R R R
sinA sinA sinA

=  =  =
6 32 2   

 Rمقدار بيشتري باشد،  sinAرابطه معكوس دارد، هر چه  sinAبا  Rچون 

  است پس: 1برابر  sinAتر است و حداكثر مقدار  كوچك

 maxR = =
3 31  

 آسان         »  4«گزينه  - 23
ث است پس ضلع مثل ترين بزرگرو  زاويه، روبه ترين بزرگهمواره در هر مثلث، 

  داريم:

  

a b c bccosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 49 25 9 2 5 3   

cosA cosA

ˆcosA A

 = -  =-

-
 =  = 

49 34 30 30 15

1 1202
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 آسان         »  3«گزينه  - 24
  ها داريم:cosطبق قضيه 

  
BC AB AC AB ACcosA= + - ⋅2 2 2 2   

a ( )( )( ) a= + - = + - =  =2 19 64 2 3 8 9 64 24 49 72   

P a b c= + + = + + =2 7 8 3 18   

 دشوار   »  3«گزينه  - 25

  

a b c bccosA b b( )( )= + -  = + - -2 2 2 2 12 169 49 2 7 2  

b b b b = + +  + - =2 2169 7 49 7 120 0   

¡ ¡ —b
(b )(b )

b
ì =-ïï + - =  íï =ïî

1515 8 0 8   

Srدانيم شعاع دايره محاطي داخلي از رابطه  مي
p

 ـ = آيـد، پـس    دسـت مـي   هب

  داريم:

P a b c P P= + +  = + + =  =2 2 13 8 7 28 14   

S bcsinA S S=  = ´ ´ ´  =
1 1 38 7 14 32 2 2   

Sr r
P

= =  =
14 3 314  

 سطمتو   »  4«گزينه  - 26
xكند، برابر  طي مي tدر مدت  vمسافتي كه يك متحرك با سرعت  vtD =   

  
c= ´ =50 2 100   

b= ´ =80 2 160  
  ها داريم:cosبنا به قضيه 

a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + -2 2 2 2 12 25600 10000 2 160 100 2  

a a =  =2 19600 140  

 دشوار         »  3«گزينه  - 27
  كنيم. را رسم مي BDقطر 

  

BDC :BD BC CD BD
D

= + = + =  =2 2 2 144 25 169 13   
  ها داريم:cosبنا به قضيه  ADBدر مثلث 

BD AD AB AD ABcos
( )( )cos

= + - ⋅ a
 = + - a

2 2 2 2
169 49 64 2 7 8

  

cos cos sin<a<p
 a  a =  a =

-
=- ¾¾¾¾a = 0 3112

2
156 1202   

 متوسط         »  1«گزينه  -28
  ها داريم:cosبنا به قضيه  AMNدر مثلث 

  
MN AM AN AM ANcosA ( )( )cosA= + - ⋅  = + -2 2 2 2 4 1 4 2 1 2   

cosA cosA =  =
14 1 4   

  ها داريم:cosبنا به قضيه  ABCدر مثلث 

BC AB AC AB ACcosA BC ( )( )( )= + - ⋅  = + -2 2 2 2 12 16 36 2 4 6 4  

BC= + - =  =16 36 12 40 2 10  

 متوسط   »  2«گزينه  -29

  
S bcsinA sinA sinA=  = ´ ´ ´  =

1 1 416 8 52 2 5   

دانيم در هر مثلـث،   زاويه متوسط است و مي Aضلع متوسط است پس  aچون 

  )A<90زاويه كوچك و متوسط حتماً حاده هستند (

cosAcos A sin A cosA>= - = - = ¾¾¾¾ =02 2 16 9 31 1 25 25 5   

  ها داريم:cosبنا به قضيه 

a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + -2 2 2 2 32 64 25 2 8 5 5  

a= + - =  =64 25 48 41 41  
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 دشوار         »  1«گزينه  -30
B  را بهC كنيم. وصل مي  

  

ABC : BC AB AC AB ACcosA
D

= + - ⋅2 2 2 2   

a ( )( )( ) a a = + -  =  =2 2125 49 2 5 7 39 392   

  داريم: BDCدر مثلث 

a BD DC BD.DCcosD= + -2 2 2 2  

x ( )(x)( ) x x = + - -  + - =2 2139 16 2 4 4 23 02  

( )( )D= - - = + =  D =16 4 1 23 16 92 108 6 3   

¡ ¡ —x
x

x

ìï =- -- ïï=  íï =- +ïïî

2 3 34 6 3
2 2 3 3
   

  پس داريم:

x+ =- + + =2 2 3 3 2 3 3   

 آسان   »  1«گزينه  - 31
ضـلع مثلـث اسـت     ترين بزرگرو  زاويه، روبه ترين بزرگدانيم در هر مثلث،  مي

  پس داريم:

  

a b c bccosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 49 25 16 2 4 5  

cosA cosA -
 =-  =

18 40 5  

 متوسط         »  3«گزينه  - 32
a c b (a c) (a c)(a ac c ) b (a c)

a ac c b

- = -  - + + = -

 + + =

3 3 2 2 2 2

2 2 2   

bها داريم: cosبنا به قضيه  a c accosB= + -2 2 2   پس داريم: 2

a ac c a c accosB ac accosB+ + = + -  =-2 2 2 2 2 2   

cosB B-
 =  = 

1 1202  

 متوسط         »  2«گزينه  - 33
b a c a b c b c a b a c- = -  + = +3 2 2 3 3 3 2 2   

(b c)(b bc c ) a (b c) b bc c a + - + = +  - + =2 2 2 2 2 2  

a  ها داريم:cosبنا به قضيه  b c bccosA= + -2 2 2 2  

b bc c b c bccosA bccosA bc- + = + -  =2 2 2 2 2 2   

ˆcosA A =  = 
1 602  

 دشوار         »  4«گزينه  - 34
b c a b c a(a c) b a c ac
a c
-

=  - = -  = + -
-

2 2 2 2 2 2 2   

bها داريم: cosبنا به قضيه  a c accosB= + -2 2 2   پس داريم: 2

a c accosB a c ac accosB ac+ - = + -  =2 2 2 22 2  

cosB B =  =
1 602  

acsinBS sin
ac ac

= = =

1
1 32 602 4   

 دشوار         »  2«گزينه  - 35
  داريم:    ABCها در مثلث cosبنا به قضيه 

  

AB AC BC AC BCcosC

( )( )cosC

= + - ⋅

 = + -

2 2 2 1

1

2

49 25 64 2 5 8
   

cosC cosC C =  =  =1 1 1
180 40 602   

C C C C+ =  + =  =1 2 2 2180 60 180 120   

  ها داريم: cosبنا به قضيه  ECD در مثلث

ED EC DC EC.CD.cosC= + -2 2 2 22   

x ( )( )( ) x x = + - -  =  =2 219 25 2 3 5 49 72 
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 متوسط         »  3«گزينه  - 36
  ها داريم:cosبنا به قضيه  ADBكنيم. در مثلث  را رسم مي BDقطر 

  
BD AD AB AD.AB.cosA= + -2 2 2 2  

BD ( )( )( ) BD = + - - =  =2 19 25 2 3 5 49 72  

  ا داريم:هcosبنا به قضيه  BCDدر مثلث 

BD DC BC DC.BC.cosC ( )( )cosC= + -  = + -2 2 2 2 49 9 64 2 3 8  

cosC cosC C =  =  = 
148 24 602  

ADB BCD
S S S AD AB sinA DC BC sinCD D= + = ´ ´ + ´ ´

1 1
2 2   

S= ´ ´ ´ + ´ ´ ´ = +  =
1 3 1 3 15 3 24 3 39 33 5 3 82 2 2 2 4 4 4   

 آسان         »  3«گزينه  - 37
  داريم: ¢dو  dو قطرهاي  bو  aالاضلاع به اضلاع  در متوازي

  

d d a b d ( ) ( ) ( )¢+ = +  + = +2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 10 2 6 2 4  

d d d + = +  =  =2 240 72 32 64 8   

 دشوار         »  4«گزينه  - 38
dالاضلاع رابطه  در متوازي d a b¢+ = +2 2 2 22   برقرار است، پس داريم: 2

  
( ) ( ) ( ) b b+ = +  + = +2 2 2 2 2129 7 2 5 2 129 49 50 2   

b b b =  =  =2 22 128 64 8   
  ها داريم:cosبنا به قضيه  ABDدر مثلث 

d a b abcosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 49 25 64 2 5 8   

cosA cosA A =  =  =
180 40 602   

S absinA S= = ´ ´  =
35 8 20 32   

 آسان         »  3«گزينه  -39
هـا درون   سـي ارتفـاع  هاي مثلث حاده باشـند، نقطـه همر   هدانيم اگر همه زاوي مي

ها روي رأس قائمـه   الزاويه باشد، نقطه همرسي ارتفاع مثلث است، اگر مثلث قائم
ها خارج مثلث اسـت   سي ارتفاعمرثلث منفرجه داشته باشد، نقطه هاست و اگر م

رو  تـر روبـه   و در هر مثلث دو زاويه كوچكتر همواره حاده هستند و زاويه بـزرگ 
  تر است. ضلع بزرگ

=cدر اين مثلث اگـر    تـرين  بـزرگ  Aباشـد، زاويـه    a=13و  b=9و  7

aاســت و چــون زاويــه مثلــث  b c> +2 2 <اســت ( 2 +169 81 ) پــس 49
A>90 ها خارج از مثلث است. سي ارتفاعنقطه همر، بنابراين  

 دشوار         »  2«گزينه  - 40
هاي آن اسـت و اگـر در    مركز دايره محيطي هر مثلث، محل تلاقي عمودمنصف

ا حاده باشـند ايـن نقطـه داخـل مثلـث اسـت و اگـر مثلـث         ه مثلثي همه زاويه
الزاويه باشد، ايـن نقطـه    الزاويه باشد، اين نقطه وسط وتر و اگر مثلث منفرجه قائم

  خارج مثلث است.  
ahبا فرض  = bh و 3 = ch و 4 =   داريم: 5

a
a

ah SS a
h

=  =
2

2   

به همين ترتيب 
b

Sb
h

=
و  2

c

Sc
h

=
Saاست بنـابراين   2 = 2

=Sbو  3 2
و  4

Sc= 2
  ضلع مثلث است) ترين بزرگ aاست ( 5

S Sa
ˆa b c A

S S S Sb c

üïïï= = ïïï > +  > ýïïï+ = + = = ïïïþ

2 22
2 2 2

2 2 2 22 2

4 400
9 900 90

4 41 369
4 25 100 900

   

  بنابراين مركز دايره محيطي مثلث خارج از مثلث است.

 آسان   »2«گزينه - 41
  ها:   كسينوسبنا به قضيه 

  

ABC : b a c accosB ( )( )cosB

cosB

D
= + -  = + -

 =

2 2 2 2 49 25 36 2 5 6
1
5

   

BHABH : cosB BH (I)
AB

D
= =  =

1 15   

BCBM BM (II)=  = 32   

(I),(II)BM BH HM HM= + ¾¾¾¾ = 2   
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 دشوار         »  1«گزينه  - 42
ــر   ــر ه ــر   اگ ــع را براب ــلع مرب ــرض  x4ض ــيم  ف BMكن NC x= = و  3

ND MC x=   است. =

  

ABM :AM AB BM x x x AM x
D

= + = + =  =2 2 2 2 2 216 9 25 5   

MCN :MN MC NC x x x MN x
D

= + = + =  =2 2 2 2 2 29 10 10  

ADN :AN ND AD x x x AN x
D

= + = + =  =2 2 2 2 2 216 17 17  
  داريم: AMNها در مثلث cosبنا به قضيه 

MN AM AN AM.ANcos= + - a2 2 2 2   
x x x ( x)(x )cos = + - a2 2 210 25 17 2 5 17  

x cos x cos a=  a =  a<2 2 1610 17 32 90
5 17

  

tan tan
cos

tan tan tan

 a>  + a =
a

´
 + a =  a =  a =

2
2

2 2

10 1

25 17 169 131 256 256 16

  

 آسان         »  2«گزينه  - 43
  ها داريم: بنا به قضيه ميانه

  

c a
ca b m m+ = +  + = +
22 2 2 22 36 64 2 82   

a a am m m =  =  =2 22 92 46 46  

 آسان         »  4«گزينه  - 44
  ها داريم: شود و بنا به قضيه ميانه ضلع وارد مي ترين كوچكميانه به  ترين بزرگهمواره 

  

c c
ca b m m+ = +  + = +
22 2 2 22 49 25 2 82   

c c cm m m =  =  =2 22 66 33 33  

 آسان         »  2«گزينه  - 45
  ها در مثلث داريم: بنا به قضيه ميانه

  

a
a ab c m+ = +  + = +

2 22 2 22 36 16 322 2   

a a =  =
2

20 2 102  

  :ها داريمcosبنا به قضيه 

a b c bccosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 40 36 16 2 6 4   

cosA cosA =  =
148 12 4   

 متوسط         »  3«گزينه  - 46

a
a a

ab c m aa m a m
b c a

üïïï+ = + ïï  = +  =ýïïï+ = ïïþ

22 2 2 22 2 2 2
2 2 2

2 3 12 2 24 2 43
4

   

a
a a

ma m a m
a

 =  =  = =2 2 1 28 2 2 42 2
  

 متوسط         »  4«گزينه  - 47
الزاويه، ميانه وارد بر وتر، نصـف وتـر (نصـف ضـلع      دانيم فقط در مثلث قائم مي

  است. 16الساقين با وتر  الزاويه متساوي ثلث، قائموارد شده بر آن) است پس م

  
AB ACAB AC BC AB=+ = ¾¾¾¾ =2 2 2 22 256   

AB AB AC =  = =2 128 8 2  

  ها داريم: بنا به قضيه ميانه

b b
ba c m m+ = +  + = +

22 2 2 22 256 128 2 642  

bb bm m m =  =  =2 22 320 160 4 10  
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 آسان          »  1«گزينه  - 48
توان رسم كرد، كـه طـول    دايره ميمماس بر  2دانيم از هر نقطه خارج دايره  مي

  ها با هم برابر هستند، پس داريم: مماس

  
BP BQ QC BC BQ= =  = - = - =5 9 5 4   

AP AR , CR CQ= = = =3 4   

ABپس  c= = BCو  8 a= ACو  9= b= = است كه بنا به قضـيه   7

  ها داريم: ميانه

c c
ca b m m+ = +  + = +
22 2 2 22 81 49 2 322  

c c cm m m =  =  =2 22 98 49 7  

 متوسط          »  4«گزينه  - 49
  ها داريم:cosبنا به قضيه 

  

a b c bccosA a ( )( )( )

a

= + -  = + - - =

 =

2 2 2 2 12 9 25 2 3 5 492
7

  

  كنيم: ها استفاده مي حال از قضيه ميانه

a a
ab c m m+ = +  + = +

22 2 2 2 492 25 9 22 2  

a a am m m =  =  =2 219 19 192 2 4 2   

 دشوار   »  3«گزينه  - 50
  ها داريم: ميانه بنا به قضيه

a a

a

a ab c m b c m

b c a m

+ = +  + - =

 + - =

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22 2
2 2 4

  

am bc a b c a bc a+ =  + - + =2 2 2 2 2 24 2 2 2 2 2 2   

t¼¹Ãv ¾Ã† ¤¨
b c bc a

ˆb c bc b c bc cosA

 + + =

¾¾¾¾¾ + + = + - ⋅

2 2 2

2 2 2 2
2

2 2
   

ˆcosA A-
 =  =

2 1352  

 دشوار  »  2«گزينه  - 51
حسـاب   ABCرا در مثلـث   AMهـا طـول ميانـه     ابتدا به كمك قضـيه ميانـه  

  كنيم. مي

  

a a
ab c m m+ = +  + = +

22 2 2 22 16 25 2 182  

a a am m m =  =  =2 2 23 4623 2 2 2   

  كنيم. را محاسبه مي BN، طول ميانه ABMدر مثلث 

AMAB BM BN BN+ = +  + = +
22 2 2 2 232 25 9 22 4  

BN BN BN BN=  =  =  =2 2113 113 113 2262 4 8 42 2
   

 دشوار   »  4«گزينه  - 52
  ها باشد: نقطه تلاقي ميانه Gدانيم اگر  مي

  
CG CG CG
CN /

=  =  =
2 2 33 4 5 3   

مساحت داريم پـس مسـاحت    مثلث هم 6ميانه يك مثلث را رسم كنيم،  3اگر 

2برابر  BGCمثلث 
  است.  ABCمساحت مثلث  6

BGC ABC
S SD D= = ´ =

1 1 18 63 3   

BGC
S BG CG BG BGD = ´  = ´ ´  =

1 16 3 42 2   

BG BM
BM BM

=  =  =
2 4 2 63 3   

BM
CN /

= =
6 4

4 5 3   
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 متوسط         »  1«گزينه  - 53
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  

xb yc a(L xy) b ( ) (( ) ( ))+ = +  + = +2 2 2 2 2 24 8 9 12 7 4 8   

b ( ) b b¸¾¾ + = +  =  =4 2 2162 3 49 32 81 9   

 متوسط          »  2«گزينه  - 54
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  

xb yc a(L xy) ( ) ( ) (L )+ = +  + = + ´2 2 2 2 2 23 8 6 7 9 3 6   

(L ) (L )¸¾¾¾ + = +  = +3 2 264 98 3 18 162 3 18   

L L L¸¾¾¾ + =  =  =3 2 218 54 36 6  

 متوسط         »  4«گزينه  -55
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  

xb yc a(L xy) ( ) ( ) (L )+ = +  + = + ´2 2 2 2 2 22 6 3 4 5 2 3   

(L ) L¸ = + ¾¾¾ + =52 2120 5 6 6 24   

L L =  =2 18 3 2  

  

  

 دشوار         »  2«گزينه  - 56
را به ترتيب مراكز دايره كوچك و متوسط و بزرگ تصـور كنـيم    Cو  Bو  Aاگر 

ها دو به دو مماس خارج هستند پس طول اضلاع مثلث كه برابر فاصله  چون دايره
شـود، بـه طـوري كـه      هـا مـي   برابر مجموع دو شعاع از دايره مراكز دو دايره است

=ABداريم:  =ACو  3 =BCو  4 نقطه تقاطع دايره كوچـك و   Dو اگر  5
=DCو  AD=1بزرگ باشد،    ا به قضيه استوارت داريم:است و بن 3

  
AD BC DC AB AC(BD AD DC)

( ) ( ) (BD )

⋅ + ´ = + ⋅

 + = +

2 2 2

2 2 21 5 3 3 4 3
   

(BD ) BD

BD BD

¸ = + ¾¾ + =

 =  =

42 2

2
52 4 3 3 13

10 10
   

 متوسط         »  3«گزينه  -57
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  
BD AC DC AB BC(AD BD DC)⋅ + ⋅ = + ⋅2 2   

(x ) x( ) ( x)( x) + + = + +2 23 2 7 3 36 3  

x x x x x x
x x

 + + + = + + +
 =  =

2 23 12 12 49 108 9 36 3
16 96 6

   

 متوسط         »  1«گزينه  - 58
  ها داريم: نهطبق قضيه ميا

  

a a
ab c m m ´

+ = +  + = +
22 2 2 2 4 412 64 36 22 2   

a a am m m =  =  =2 22 18 9 3   

GMها) باشـد   مركز تقل مثلث (تلاقي ميانه Gدانيم اگر نقطه  مي
AM

=
1
اسـت   3

  پس داريم:
GM GM GM
AM

=  =  =
1 1 13 3 3  
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 دشوار         »  4«گزينه  - 59
  ها داريم: طبق قضيه ميانه

  
BEABE : AB AE AD AE AD

AD AE ( )

D
+ = +  + = +

 - =

22 2 2 2 2

2 2

2 16 2 82
2 8 1

   

DCADC : AD AC AE AD AE

AE AD ( )

D
+ = +  + = +

 - =

22 2 2 2 2

2 2

2 64 2 82
2 56 2

  

AD  كنيم. ) را با هم جمع مي2) و (1رابطه ( AE+ =2 2 64  

 دشوار   »  2«گزينه  - 60
  رو مكملند پس: هاي روبه چون چهارضلعي قابل محاط شدن، زاويه

  
ˆ ˆ ˆ ˆA C A A+ =  + =  =180 60 180 120   

  داريم: BDCها در مثلث cos كنيم بنا به قضيه را رسم مي BDقطر 

BD BC DC BC DCcosC= + - ⋅2 2 2 2   

BD ( )( )( ) BD BD = + -  =  =2 2149 81 2 7 9 67 672  

  داريم: ABDها در مثلث cosبنا به قضيه 

BD AB AD AB AD cosA= + - ⋅ ⋅2 2 2 2   

x ( )(x)( ) x x = + - -  + - =2 2167 16 2 4 4 51 02  

( ) ( )( )D= - - =  D =24 4 1 51 220 2 55   

¡ ¡ —xbx x
a x

ìï =- -- D - ïï=  =  íï =- +ïïî

2 554 2 55
2 2 2 55
    

x+ =- + + =2 2 55 2 55   
  

  

  

  

  

   

  

 
  
  2بخش                                       

  

 آسان      - 1
  پ) درست  ب) درست  آ) نادرست

 دشوار     - 2

  
ˆ ˆA A=1   : فرض 2

AB BD
AC DC

  : حكم =

  قطع كند. Eرا در نقطه  ACكنيم تا امتداد  رسم مي ADموازي  Bاز 

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i

ÁpH¼¶ Š¼ˆ i
Jn¼¶

Jn¼¶
ƒoÎ

ˆ ˆAD BE , AB A B

ˆ ˆ ˆ ˆAD BE , EC A E B E
ˆ ˆ: A A

üï¾¾¾¾¾ = ïïïïý¾¾¾¾¾ =  =ïïïï= ïþ

1 1

2 1
1 2



   

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ˆ ˆBEA :B E AE AB ( )
D

= ¾¾¾¾¾ =1 1   

u ²IU ( )AC DC AC DCECB:AD EC
AE BD AB BD

AB BD
AC DC

D
¾¾¾ = ¾¾ =

 =

1
  

 متوسط      - 3

  

pIvμÃº AB AD xBD
BC DC x

 =  =
-

7
8 5   

x x x x = -  =  =
78 35 7 15 35 3   

AD DC x= = - = - =
7 7 85 53 3 3   
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 آسان     - 4

  

pIvμÃº AC AD xCD
BC BD x

 =  =
-

5
8 7   

x x x x = -  =  =
358 35 5 13 35 13   

BD BD-
= - =  =

35 91 35 567 13 13 13   

AD=
35
13  

 دشوار    - 5

  
ˆ ˆA A=1   : فرض 2

AD AB AC BD DC= ⋅ -   : حكم 2⋅

دهيم تا دايره را در نقطه  را امتداد مي ADكنيم،  دايره محيطي مثلث را رسم مي

E  ،قطع كندE  را بهC كنيم. وصل مي  


pp

³.H

ÂŠId¶ ÂŠId¶

ƒoÎ

ACˆ ˆB E
ABD AEC

ˆ ˆ: A A
AD BD AB
AC EC AE

D D
üïïï= = ï ¾¾ýïïï= ïþ

¾¾ = =

1 2
2 

   

AD AB AD AE AB AC
AC AE

AD(AD DE) AB AC

 =  ⋅ = ⋅

 + = ⋅

   

AD AB AC AD DE ( ) = ⋅ - ⋅2 1  

AD  بنا به روابط طولي در دايره داريم: DE BD DC ( )⋅ = ⋅ 2  

( ) , ( ) AD AB AC BD DC = ⋅ - ⋅21 2   

  

 متوسط     - 6

  
pIvμÃº AB BD xAD

AC DC x
 =  =

-
3
5 7   

x x x x = -  =  =
215 21 3 8 21 8   

BD x CD CD-
= = = - =  =

21 21 56 21 3578 8 8 8   

AD AB AC BD DC AD= ⋅ - ⋅  = ´ - ´ = -2 2 21 35 7353 5 158 8 64  

AD AD-
 = =  =2 960 735 225 15

64 64 8   

 متوسط     - 7

  
pIvμÃº AC AD xCD

BC BD x
 =  =

-
4
10 7   

x x x - =  =28 4 10 2   

AD BD= =2 5   

CD AC BC BD DA CD

CD

= ⋅ - ⋅  = ´ - ´ =

 =

2 2 4 10 2 5 30
30

  

 دشوار     - 8

  
pIvμÃº AB BD x xAD

AC DC x x
-

 =  =
- +

2 2 3
3 1 1   

x x x x x x x + = - - +  - + =2 2 22 2 6 9 2 3 4 13 3 0   

b ac ( )( )D= - = - = - =  D =2 4 169 4 4 3 169 48 121 11   

¡¡ —

x
bx

x AC

AD AB.AC BD.DC AD
AD

ì =ïï- D ï= = íï =  <ïïî

= -  = ´ - ´
= - =  =

2 2

313 11
18 8 0
4

6 8 3 4
48 12 36 6

 
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 آسان     - 9

  

pIvμÃº AB BDAD ( )
AC DC

 = 1   

pIvμÃº BC CEBE ( )
AB AE

 = 2   

pIvμÃº AC AFCF ( )
BC BF

 = 3  

  ) داريم:3)و (2) و (1از روابط (

AF BD CE AC
FB DC AE

´ ´ =
BC

AB
´
AC

BC
´
AB

=1  

 متوسط     - 10

  

pIvμÃº
pIvμÃº

MB MC
MP
MQ

ì =ïïïïíïïïïî

  : فرض 

PQ BC حكم :  

pIvμÃº

pIvμÃº

AM AP AM APAMC : MP
AP AQMC PC MB PC
PC QBAM AQAMB: MQ

MB QB

D

D

üïïï =  = ïïï  =ýïïï = ïïïþ

   

u ²IU u§–AP AQABC : PQ BC
PC QB

D
= ¾¾¾¾   

  
  
  
  
  
  
  
  

  

  

  
  2بخش                    
  
 آسان   »  4«گزينه  - 1

  
¾±Fv¶ ƒoÎ Âºkzº
pIvμÃº Ï¼Š¾LwId¶ n¼Twj

:AD AB AC
BD DC

:AD AB AC BD DC

üï= ⋅ ïï ⋅ =ýïï= ⋅ - ⋅ ïþ

2

2 0   

 آسان   »  2«گزينه  - 2

  
AB x

AB AC BC x AC x
BC x

ì =ïïïï= = =  =íïïï =ïî

2
2 1 2 33 2 4

   

pIvμÃº BD kAB BD x BDAD
DC kAC DC x DC

ì =ïï =  =  íï =ïî

22
33   

BC BD DC x k k x k k x= +  = +  =  =
44 2 3 4 5 5   

BD x DC x = =
8 12
5 5  

xBD
AB x

= =

8
45

2 5   

 متوسط   »  3«گزينه  - 3

  
AC x x x=  =  =2 10 2 5   

=BCو  AC=10پس  =ABو  25 ADاست اگر  20 k= ضح باشد، وا
CDاست كه  k=   است. 10-

pIvμÃº AB AD kBD
BC DC k

 =  =
-

20
25 10  

k k k k = -  =  = =
40 45 40 4 9 40 49 9  
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 دشوار   »  2«گزينه  - 4

  

ABD :BD AD AB BD BD
D

= +  = + =  =2 2 2 2 9 16 25 5   

DM، اگر ABDدر مثلث  x=  باشدMB x=   است. 5-

pIvμÃº AD DM xAM
AB BM x

 =  =
-

3
4 5  

x x x x = -  =  =
154 15 3 7 15 7  

=BNبه همين ترتيب 
15
  است. 7

MN BD (DM BN) ( ) MN= - + = - + = -  =
15 15 30 55 57 7 7 7   

 متوسط  »  2«گزينه  - 5
BDاگر  x=  ،باشدDC x=   است. 12-

  

pIvμÃº AB BD xAD
AC DC x

 =  =
-

7
8 12  

x x x x / = -  =  = =
848 84 7 15 84 5 615  

=BMاست پس  BCوسط ضلع  Mقطه ن 6  

DM BM BD / /= - = - =6 5 6 0 4   

 متوسط  »  3«گزينه  - 6
ADرو به ضلع متوسط است و اگر فرض كنيم  زاويه متوسط روبه x=   آنگـاه

DC x= -7.  

  

pIvμÃº AB AD xBD x x
BC DC x

 =  =  = -
-

6 8 42 68 7  

x x AD , DC =  =  = =14 42 3 3 4   

BD AB BC AD DC BD= ⋅ - ⋅  = ´ - ´2 2 6 8 3 4   

BD= - =  =48 12 36 6  

 متوسط  »  3«گزينه  - 7
BMاگر فرض كنيم  x=  آنگاهCM x=   است. 9-

  
pIvμÃº AC MC xAM x x x

AB BM x
-

 =  =  = -  =
8 9 94 92 5  

BNاگر فرض كنيم  y=  است آنگاهCN y=   است. 9+

Â]nIi pIvμÃº AC CN yAN
AB BN y

+
 =  =

8 9
2   

y y y y = +  =  =4 9 3 9 3  

MN NB BM y x /= + = + = + =
93 4 85  

 متوسط  »  1«گزينه  - 8

  
BC AB AC BC= + = + =  =2 2 2 9 16 25 5   

AB BH BC BH BH= ´  = ´  =2 99 5 5   

BDاگر فرض كنيم  k=  آنگاهDC k=   است. 5-

pIvμÃº AB BD kAD
AC DC k

 =  =
-

3
4 5  

k k k k = -  =  =
154 15 3 7 15 7   

DH BD BH DH-
= - = - =  =

15 9 75 63 12
7 5 35 35   

 دشوار  »  1«گزينه  - 9

  
pIvμÃº AB kAB BD AB /AD

AC kAC DC AC /
ì =ïï =  = =  íï =ïî

73 5 7
52 5 5  

  ها داريم:cosبنا به قضيه 

AB AC BC AC.BCcosC k k ( k)( )( )= + -  = + -2 2 2 2 22 149 25 36 2 5 6 2   

k k k k¸ + - = ¾¾¾ + - =62 224 30 36 0 4 5 6 0   
¡ ¡ —k

(k )( k )
k

ì =-ïïïï + - =  íï =ïïïî

2
2 4 3 0 3

4
   

ABپس  /= =
21 5 ACو  254 /= =

15 3 =BCو  754 است كه اندازه  6

ACضلع  ترين كوچك /= 3   است. 75
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 آسان  »  3«گزينه  - 10
ABاگر فرض كنيم  x= ACو  4 x= BCو  5 x=   باشد، داريم: 6

  
pIvμÃº BA AD x AD ADBD

BC DC x DC DC
 =  =  =

4 2
6 3  

هـا برابـر نسـبت     دانيم اگر ارتفاع دو مثلث با هم برابر باشد، نسبت مساحت مي
  ها است. قاعده

ABD ABD

BCD BCD ABD

S S
AD

S DC S S

D D

D D D
= =  =

+ +
2 2
3 3 2   

ABCABD

ABC ABD

SS

S S

DD

D D
 =  =

2 5
5 2  

 متوسط  »  2«گزينه  - 11
زاويـه داخلـي اسـت و     ترين بزرگر كنار زاويه خارجي هر مثلث د ترين كوچك
  ضلع مثلث است. ترين بزرگرو  زاويه داخلي، روبه ترين بزرگ

  
Â]nIi pIvμÃº AB BD xAD

AC CD x
 =  =

+
3
5 6  

x x x x = +  =  =18 3 2 18 9  
ها برابر نسبت  دانيم اگر ارتفاع دو مثلث با هم برابر باشد، نسبت مساحت آن مي

  ها است. قاعده

ABD

ABC

S
BD

S BC

D

D
= = =

9 3
6 2 

 آسان  »  3«گزينه  -12
 ADباشـد، نيمسـاز    ABCمحل همرأسي نيمسازهاي داخلي مثلث  Iاگر نقطه 

b)از پاي نيمساز و  aبه نسبت  c)+ شود. از رأس تقسيم مي  

  

ID BC
IA AB AC

= = = =
+ +

15 15 3
7 13 20 4   

 دشوار   »  4«گزينه  - 13
  كنيم. محاسبه ميرا  BCها ضلع cosابتدا به كمك قضيه  :روش اول

  

BC AB AC AB ACcos ( )( )( )

BC

= + - ⋅ = + - - =

 =

2 2 2 12 120 16 36 2 4 6 762
2 19

   

BDكنـيم. اگـر فـرض كنـيم      حال از قضيه نيمسـاز اسـتفاده مـي    x=   آنگـاه

DC x= -2   است. 19

pIvμÃº AB BD xAD
AC DC x

 =  =
-

4
6 2 19

  

x x x x = -  =  =
46 8 19 4 10 8 19 195   

=BDپس 
4 =DCو  195 - =

4 6 192 19 195   باشد. مي 5

AD AB AC BD DC ´
= ⋅ - ⋅ = ´ - ´ = -2 4 6 19 24 194 6 19 245 5 25   

AD /´ - ´
= =  = =

24 25 24 19 144 12 2 425 25 5  

 سـاز نيمها را داشته باشيم و بخواهيم طول  هرگاه دو ضلع و زاويه بين آن روش دوم:

  دست آوريم: هتوانيم از دستور زير ب وارد بر ضلع سوم را حساب كنيم، مي

  

a a

Abccos ( )( )cosd d /
b c

´
= = = =  =

+ +

12 482 4 6 60 242 2 2 44 6 10 10   

 متوسط  »  4«گزينه  - 14
را  AMCو  AMBباشد، و نيمسازهاي دو زاويـه   BCميانه ضلع  AMدانيم اگر  مي

PQ صـورت  ايـن قطع كند در  Qو  Pرا در  ACو  ABرسم كنيم تا اضلاع  BC 
  است.

  
ÁpH¼¶ Š¼ˆ i

¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶ W±X¶

Jn¼¶ ˆ ˆPQ BC , MP P M ˆ ˆP M
ˆ ˆM M

OP OM

üï¾¾¾¾¾ = ïï =ýïï= ïþ

¾¾¾¾¾¾ =

1 1 1 2
1 2


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 دشوار  »  3«گزينه  - 15
را  BMCو  AMBباشد، و نيمسازهاي دو زاويه  ACضلع  ميانه BMدانيم اگر  مي

PQ صـورت  ايـن قطع كند در  Qو  Pرا در  BCو  ABرسم كنيم تا اضلاع  AC 
  است.

  
BM BP BP BPMP
MA PA PA PA PB

 =  =  =
+ +

5 5
3 5   نيمساز 3

BP
BA

 =
5
8  

BP PQ PQBAC : PQ AC PQ /
BA BC

D
 =  =  = = 5 30 3 758 6 8  

  
  
  
  

  

  3بخش                
 

 آسان     - 1

  
P a b c P= + + = + + =  =2 15 14 13 42 21   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ = ´ ´2 2 421 6 7 8 3 7 2   

S S = ´ ´ = ´  =23 7 2 21 4 84   

 آسان     - 2

  
P P /= + + =  =2 3 5 7 15 7 5   
S P(P a)(P b)(P c) / / / /= - - - = ´ ´ ´7 5 0 5 2 5 4 5  

S´ ´ ´ ´
= =  =

15 1 5 9 3 5 3 15 316 4 4  

S BH AC BH BH= ´  = ´  =
1 15 1 33 5 3
2 4 2 2

  

 متوسط      - 3
  كنيم. را رسم مي AC قطر

  

ADC :AC AD DC AC
D

= + = + =  =2 2 2 69 100 169 13   

S AD DC S= ´ = ´  =1 1
1 1 69 10 5 692 2   

P P= + + =  =2 22 12 11 13 36 18   

S P (P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =2 2 2 2 2 18 5 6 7 6 105  

®¨S S S= + = +1 2 5 69 6 105   

 متوسط     - 4
  كنيم. را رسم مي BDمقدار 

  

ABD :BD BD
D

= + = + =  =2 2 260 80 3600 6400 10000 100   

S AB AD S= ´ = ´ ´  =1 1
1 1 60 80 24002 2   

P P= + + =  =2 50 90 100 240 120   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =2 120 70 30 20 600 14  

®¨S S S= + = +1 2 2400 600 14  

 متوسط     - 5

  
BC AB AC A> +  > 2 2 2 90   

P P /= + + =  =2 3 5 7 15 7 5   

S P(P a)(P b)(P c) / / / /= - - - = ´ ´ ´7 5 0 5 2 5 4 5  

S´ ´ ´ ´
= =  =

15 1 5 9 3 5 3 15 316 4 4   

¡ ¡ —

S bcsinA sinA

Â
sinA

Â

=  = ´ ´

ìï =ïï =  íï =ïïî

1 15 13 3 52 4 2
603

2 120

  



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 21

 دشوار     - 6

  
a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + -2 2 2 2 12 36 100 2 6 10   (آ 2

a a a = -  =  =2 2136 60 76 2 19   

S bcsinA S S=  = ´ ´ ´  =
1 1 36 10 15 32 2   (ب 2

a b sinB
sinA sinB sinB

=  =  =
2 19 6 2 19 3 3

3
2

  (پ 

sinB sinB = ´  =
3 3 19 3 57

382 19 19
   

 دشوار     - 7

  

p p= + + =  =1 12 11 20 13 44 22   
S P (P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =1 1 1 1 1 22 11 2 9 66  
P P= + + =  =2 22 4 13 15 32 16   
S P (P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =2 2 2 2 2 16 12 1 3 24  
®¨S S S= + = + =1 2 66 24 90  

S AD AC sin sin

sin sin

S AD AC sin sin

sin

üïï= ´ ´ b  = ´ ´ ´ bïïïïïï b=  b= ïïïïýïï= ´ ´ a  = ´ ´ ´ aïïïïïïï a = ïïïþ

1

2

1 166 11 132 2
132 12
143 13

1 124 4 132 2
12
13

   

¡ ¡ —
sin sin

ìa = bïï a = b  íïa +b=ïî 180   

 آسان     - 8

  

P a a a a P a= + + =  =
32 3 2   

S P(P a)(P b)(P c)
a aa a a a= - - - = ´ ´ ´ = =

4 23 1 1 1 3 3
2 2 2 2 16 4  

 متوسط    - 9

  

Ì°†¯HÁ»IvT¶ ˆAD AE DE A= = = ¾¾¾¾¾ = 1 60   

ABC : BC AB AC AB ACcos

a ( )( )( )

D
= + - ⋅

 = + -

2 2 2

2
2 60

164 36 2 8 6 2

   

a a a = - =  =  =2 100 48 52 52 2 13   

ABC
S AB AC sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ =

1 1 360 8 6 12 32 2 2   

ADE
S ( )D = =23 314 4   

DECB
ABC ADE

S S SD D= - = - =
3 47 312 3 4 4   

 دشوار     - 10

  

P P= + + =  =2 6 5 7 18 9   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =9 2 3 4 6 6  

O  را بهA  وB  وC كنيم. وصل مي  

AOB OAC BOC
S S S S xD D D= + +  = ´ ´ + ´ ´ + ´

1 1 16 6 2 5 3 6 72 2 2  

x x x´¾¾ = + +  = -  = -2 1212 6 10 18 7 7 12 6 28 6 47  
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  3بخش                   
 

  

 آسان  »  3«گزينه  - 1

  
P a b c P= + + = + + =  =2 6 5 3 14 7   

  بنا به قضيه هرون داريم:

S P(P a)(P b)(P c) S= - - - = ´ ´ ´  =7 1 2 4 2 14  

 متوسط  »  4«گزينه  - 2
  كنيم. ابتدا به كمك قضيه هرون مساحت مثلث را محاسبه مي

  
P P= + + =  =2 10 14 16 40 20   

S P(P a)(P b)(P c) S= - - - = ´ ´ ´  =20 4 6 10 40 3  
  شود، پس داريم: ضلع وارد مي ترين كوچكارتفاع به  ترين بزرگدانيم  مي

c c
c

c.h hS h=  =  =
1040 3 8 32 2   

 متوسط  »  1«گزينه  - 3
Srشعاع دايره محاطي داخلي از رابطه 

p
آيد كـه مسـاحت را بـه     بدست مي =

  آوريم. دست مي هكمك قضيه هرون ب

  
P a b c P= + + = + + =  =2 7 5 4 16 8   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =8 1 3 4 4 6  

Sr r
P

= =  =
4 6 6

8 2 

 دشوار  »  2«گزينه  - 4
  كنيم. ابتدا به كمك قضيه هرون مساحت مثلث را محاسبه مي

  

P a b c P= + + = + + =  =2 15 14 13 42 21   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =21 6 7 8 84  

  كنيم. رأس وصل مي 3به  Oاز نقطه 

ABC AOB AOC BOC
S S S S

OH AB OH AC OH BC

D D D D= + +

¢ ¢¢ = ´ + ´ + ´
1 1 184 2 2 2

  

OH OH = ´ ´ + ´ ´ + ´  = + +
1 1 1 1584 1 14 2 13 15 84 7 132 2 2 2  

OH OH =  =
15 128642 15   

 دشوار  »  3«گزينه  - 5
  كنيم. را محاسبه مي ABCبه كمك قضيه هرون مساحت مثلث 

  

P P= + + =  =2 17 17 16 50 25   

S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =25 8 8 9 120  

ابري دارند، هـم مسـاحت   هاي بر چون ارتفاع و قاعده DBCو  ABCدو مثلث 

هستند، پس 
BDC

S D =120.  

BDCS CH BD CH CH /= ´  = ´ ´  =
1 1120 25 9 62 2

   
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 متوسط  »  2«گزينه  - 6
  كنيم. را محاسبه مي ABCبه كمك قضيه هرون مساحت مثلث 

  
P P= + + =  =2 5 7 8 20 10   
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =10 2 3 5 10 3  

هـا برابـر    برابـر باشـد، نسـبت مسـاحت    هاي دو مثلث با هم  دانيم اگر ارتفاع مي
  ها است. نسبت قاعده

ADC ADC
ADC

ABC

S S
DC S

S BC

D D

D
D

=  =  =
2 4 3510 3

   

 متوسط  »  4«گزينه  - 7
  كنيم. را محاسبه مي ABCبه كمك قضيه هرون مساحت مثلث 

  
P P= + + =  =2 6 5 3 14 7   
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =7 1 2 4 2 14   

مساحت به وجـود   مثلث هم 6ميانه يك مثلث را رسم كنيم،  3دانيم اگر هر  مي

BGC ،1آيد، پس مساحت مثلث  مي
  .است ABCمساحت مثلث  3

ABC
BGC
S S BC GHD =  ´ =

1 1 2 143 2 3   

GH GH =  =
2 23 14 143 9   

 متوسط  »  1«گزينه  - 8
B  را بهD كنيم. وصل مي  

  

ABD
S AB AD sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ =

1 1 360 6 4 6 32 2 2  

DCB
S DC BC sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ =

1 1 130 4 8 82 2 2  

®¨
ABC DCB

S S SD D= + = +6 3 8   

 دشوار  »  1«گزينه  - 9
  كنيم. به كمك قضيه هرون مساحت مثلث را محاسبه مي

  
P x x x P x= + + + + = +  = +2 5 1 2 2 8 4   
S P(P a)(P b)(P c)

(x ) (x )

= - - -

 = + ´ ´ ´ -10 3 4 2 3 1
  

(x x ) x x¸ = + - ¾¾¾ + - =62 2300 6 3 4 3 4 50   
¡ ¡ —x

x x (x )(x )
x

ì =-ïï + - =  + - = íï =ïî

2 93 54 0 9 6 0 6   

Pدر نتيجه  x= + = + =4 6 4   است. 10

Sr
P

= = =
10 3 310   

 دشوار  »  3«گزينه  - 10
  كنيم. به كمك قضيه هرون مساحت مثلث را محاسبه مي

  
P P= + + =  =2 13 14 15 42 21   
S P(P a)(P b)(P c) S= - - - = ´ ´ ´  =21 6 7 8 84  

Srشعاع دايره محاطي داخلي از دستور 
P

  آيد پس داريم: دست مي هب =

r= =
84 421  

از دسـتور   rاي بـه شـعاع    ضـلعي منـتظم محـاط در دايـره     nاندازه هر ضـلع  

a rsin
n

=
a   آيد. دست مي هب 1802 ( )sin= =2 4 30 4   

 آسان  »  1«گزينه  - 11
  باشد بنا به فرض داريم: ¢dو  dو اندازه قطرها  aاگر اندازه هر ضلع لوزي 

a dd¢=2   

  
S dd a sinA a a sinA¢= =  =2 2 21 1

2 2   

Â
sinA

Â

ìï = ïï =  íï = ïïî

301
2 150
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 آسان  »  1«گزينه  -12

  
S AB ACsinA sin= ´  = ´ ´ ´ a

1 115 5 122 2   

sin sin
ìa =ïï = a  a =  íïa =ïî

1
2

30115 30 1502   

p
 a -a = - = =2 1

2150 30 120 3  

 آسان  »  1«گزينه  - 13

  

S AB AC sin / sin= ´ ´ a  = ´ ´ ´ a
1 14 5 3 62 2   

sin sin
ìa = ïï a =  a =  íïa = ïî

1
2

609 3
12026 3

   

a
 = =

a
2
1

120 260  

 دشوار  »  2«گزينه  - 14
2ها از هر رأس مثلث  دانيم فاصله نقطه تلاقي ميانه مي

  طول ميانه است. 3

  

BG BM= = ´ =
2 2 9 33 3 2   

CG CM¢= ´ = ´ =
2 2 21 73 3 2   

  ريم.آو دست مي هرا به كمك قضيه هرون ب BGCاحت مثلث سم

P P= + + =  =2 3 7 8 18 9   

BGC
S D = ´ ´ ´ =9 1 2 6 6 3  

  آيد. مساحت به وجود مي مثلث هم 6ميانه مثلث را رسم كنيم،  3دانيم اگر  مي

BGC ABC ABC ABC
S S S SD D D D=  =  =

1 16 3 18 33 3   

  

 متوسط  »  4«گزينه  - 15
  كنيم. را محاسبه مي ABDبه كمك قضيه هرون مساحت مثلث 

  
P P= + + =  =2 5 7 8 20 10   
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =1 10 2 3 5 10 3  

هاي بـه وجـود    دانيم اگر قطر يك ذوزنقه را رسم كنيم نسبت مساحت مثلث مي
  ها است. آمده برابر نسبت قاعده

S SDC S
S AB

=  =  =2 2 2
1

12 24 3510 3
   

ABCDS S S= + = + =1 2 10 3 24 3 34 3  

  
  
  
  
  1آزمون تشريحي                       

 
 
 آسان     - 1

  ب) خارج مثلث  آ) وتر

a23ت)   پ) سينوس
4   

 آسان    - 2
 ب) نادرست  آ) درست

 ت) درست  پ) درست

 آسان    - 3
  ها داريم:sinبنا به قضيه 

  
b c
sinB sinC sinB sinB

=  =  =
3 2 3 3 3 2 6

3
2

   

B̂
sinB

B̂

ìï = ïï =  íï = ïïî

452
2 135

   

=B̂اگر  135  باشد، چونˆB̂ C+ = + = >135 60 195  ـ  180 ي اسـت مثلث
=B̂آيد، پس  به وجود نمي 45.  

ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C A A+ + =  + + =  = 180 45 60 180 75  
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 متوسط    - 4

  
a R R R

sinA sin
=  =  =

152 2 2 1590   

b R b sinB
sinB

=  =2 15  

c R c sinC
sinC

=  =2 15  

a b c sinB sinC= + + = + +15 15   محيط 15

(sinB sinC) ( )= + + = + = + =
615 15 15 15 15 18 335  

 متوسط    - 5

  

AHM :AM AH HM AM
AM

D
= +  = + =

 =

2 2 2 2 225 64 289
17

   

  الزاويه، ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است. در مثلث قائم
BC BCAM BC=  =  =17 342 2   

BC R R R
sinA

=  =  =
342 2 171   

 دشوار    - 6
  كنيم. را رسم مي AHارتفاع 

  

¾Ã†¤

a a

a

h hsinB c
c sinB bc Rh
bsin : R b RsinB
sinB

üïï=  = ïïï  =ýïï=  = ïïïþ

2
2 2

   

cabبه همين ترتيب  Rh= bacو  2 Rh=   است. 2

c b a
a b c a b c

Rh Rh Rhab ac bc
h h h h h h

+ ++ +
=  =

+ + + +
2 2 24 4   

a b c
a b c

R(h h h ) R R
h h h

+ +
 =  =  =

+ +
2 4 2 4 2   

Âˆ Ãd¶ ½oÄHj SeIv¶S R ( )=p =p = p2 22 4   

 متوسط    - 7
  زاويه است. ترين بزرگتر است، پس  رو به ضلع بزرگ چون روبه Aزاويه 

  

a b c bccosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 56 32 8 2 4 2 2 2   

ˆcosA cosA A =-  =-  = 
132 16 1202   

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆA B C B C B C+ + =  + + =  + = 180 120 180 60  

 دشوار    - 8

  

  بنا به قضيه استوارت داريم:

ƒoÎ x<4   

AD
x( ) ( x)( ) (AD x( x))

x=
¸

+ - = + -

¾¾¾¾

2 2 2

7
8

8 8 8 8 8
8 x x+ - = +64 8 49 8 x- 2   

¡ ¡ —
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï - + =  - - =  íï =ïî

2 38 15 0 3 5 0 5   

“° … ²HÁ»IvT¶¸Ã¤Iv²HÁ»IvT¶
C

ˆ ˆDEC : EC DC D E DE
D

=
= = ¾¾¾¾¾ = ¾¾¾¾¾ =1 1605   (ب5

Êa = - a = -  a= 1180 180 60   (پ 120

 آسان    - 9

  

a
a ab c m ( )+ = +  + = +

2 22 2 2 22 64 16 2 2 72 2   

a a a a = +  =  =  =
2 2 280 56 24 48 4 32 2   
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 متوسط    - 10

  
  بنا به قضيه استوارت داريم:

xb yc a(L xy)+ = +2 2 2   
(L ) (L )´ + ´ = + ´  = +2 2 23 100 5 4 8 3 5 380 8 15   

L L L¸¾¾ = +  =  =4 2 2 2 6595 2 30 2 65 2   

L L = ´  =
65 2 130

22 2
   

 متوسط     - 11
BDاگر فرض كنيم  x=  باشد، آنگاهDC x=   .است 10-

  

pIvμÃº AB BD xAD x x
AC DC x

 =  =  = -
-

2

3

6 3 20 29 10   

x x BD , DC =  =  = =5 20 4 4 6   
AD AB.AC BD.DC

AD

= - = ´ - ´ = - =

 =

2 6 9 4 6 54 24 30
30

   

 دشوار    -12
BC كنيم. را رسم مي  

  
CBD : BC DB CD BD CDcos ( )( )( )
D

= + - ⋅ = + - -2 2 2 2 22 120 17 7 2 7 7 2   

BD BD = + = ´  =2 98 49 49 3 7 3   

ABC : BC AB AC AB.ACcosA
D

= + -2 2 2 2  
cosA = + - ´ ´ ´147 121 169 2 11 13  

ˆcosA cosA A =  =  =
1286 143 602   

ABC
S AB AC sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ =

1 1 3 143 360 11 132 2 2 4   

BCD
S DB CD sinD = ´ ´ = ´ ´ ´ =

1 1 3 49 3120 7 72 2 2 4  

ABCD
ABC BCD

S S SD D= - = - = =
143 3 49 3 94 3 47 3

4 4 4 2  

 آسان    - 13

  

P P= + + =  =2 10 7 5 22 11   

S P(P a)(P b)(P c) S= - - -  = ´ ´ ´ =11 1 4 6 2 66  

  
  
  
  

  2آزمون تشريحي                       
 

  

 آسان   - 1
<Âب)   آ) واسطه هندسي 90  

  14) ت  بر هم عمودند) پ

 آسان     - 2
  ب) نادرست  آ) نادرست

 ) نادرستت  ) درستپ

 آسان      - 3

  

Ĉc R sinC
ˆsinC sinC C

ìï = ïï=  =  =  íï = ïïî

4510 2 22 20 2 135
   

 متوسط     - 4

  

ˆ ˆˆ ˆ ˆA B C B B+ + =  + + =  = 180 105 30 180 45   

b c x x x x
sinB sinC sin sin

+ +
=  =  =

3 2 4 3 2 4
145 30 2
22

   

x x x = +  =3 4 2  
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 دشوار    - 5
a R a RsinA

sinA
=  =2 2   

b به همين ترتيب RsinB= cو  2 RsinC= 2   
ˆ Ãd¶a b c RsinA RsinB RsinC+ + =  + + =2 2 2 44   

R( ) R( )+ +
 + + =  =

1 1 5 4 2 52 44 2 443 6 12 12   

R R ´ =  =
11 44 246   

a RsinA= = ´ =
12 48 163   

b R sinB= = ´ =
12 48 86   

c R sinC= = ´ =
52 48 2012   

 متوسط     - 6

  
a b c bccosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 49 25 16 2 5 4   

cosA cosA =  =
140 1 40   

 متوسط     - 7
bca b c bcb c bccosA b c

a b c bccosA

üïï= + - ïï + - = + -ýïïï= + - ïþ

2 2 2
2 2 2 2

2 2 2

2
25 2 52

   

bcbccosA cosA =  =
2 12 5 5   

 متوسط     - 8

  

a a
ab c m m+ = +  + = +

22 2 2 2 642 16 36 22 2   

a a am m m =  =  =2 220 2 10 10   

 متوسط     - 9
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  
xb yc a(L xy) ( ) ( ) (L )+ = +  + = + ´2 2 2 2 2 21 4 3 6 4 1 3   

(L ) L L L = +  = +  =  =2 2 2124 4 3 31 3 28 2 7   

 دشوار     - 10
BDاگر  x=  باشد آنگاهDC x=   است. 10-

  

pIvμÃº AB BD x xAD
AC DC x x

 =  =  =
- -

8 2
12 10 3 10   

x x x x BD , DC = -  =  =  = =3 20 2 5 20 4 4 6   

AD AB AC BD DC

AD

= ´ - ´ = ´ - ´ = - =

 =

2 8 12 4 6 96 24 72

6 2
   

 دشوار     - 11

  

Âˆ ˆA A= =1 2   : فرض 2

a

Abccos
d

b c
=

+

2   : حكم 2


ABC ABD ADC A A

sin cos

S S S cb sinA a a
A Acd sin bd sinD D D= +  = +

2
2 2

1
2

1 1
2 2 2 2   

Asin
a a

AbccosAbccos d (b c) d
b c

¸
¾¾¾¾ = +  =

+
2

21 2
2 2   

 آسان     -12
  كند. الاضلاع آن را به دو مثلث همنهشت تقسيم مي دانيم، قطر هر متوازي مي

  

ABC ACD
S AB.BCsinB absin S absinD D= = a  = a

1 1 1
2 2 2   

ABCD ABC ACD
S S S absinD D= + = a   
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 دشوار    - 13
A  را بهB مثلث  كنيم، در وصل ميABD  بنا به قضيهcos:ها داريم  

  
AB BD AD AD BD cosD AB ( )( )( )= + - ⋅ ⋅  = + - -2 2 2 22 136 100 2 6 10 2   

AB AB =  =2 196 14   

ABD ABD
S AD BD sin SD D= ´ ´ = ´ ´ ´  =

1 1 3120 10 6 15 32 2 2   

  كنيم. را به كمك قضيه هرون حساب مي ABCمساحت مثلث 
P P= + + =  =2 13 14 15 42 21   

ABC
S P(P a)(P b)(P c)D = - - - = ´ ´ ´ =21 6 7 8 84   

ABCD
ABC ADB

S S SD D= - = -84 15 3  

  
  

  
  پايانيتستي آزمون                         

  
 متوسط  »  4«گزينه  - 1

  
BC AB AC BC= + = + =  =2 2 2 45 36 81 9   

الزاويـه، ميانـه وارد بـر وتـر، نصـف وتـر اسـت پـس          دانيم در مثلـث قـائم   مي
BCAM= =

9
2 2.  

ABC
S AH BC AB AC AH BC AB ACD = ´ = ´  ´ = ´

1 1
2 2   

AH AH ´ = ´  =9 3 5 6 2 5   

AHM :AM AH HM HM
D

= +  = +2 2 2 281 204   

HM HM =  =2 1 1
4 2  

  ها است. ها برابر نسبت قاعده وقتي ارتفاع دو مثلث با هم برابر است، نسبت مساحت

ABC

AHM

S
BC

S HM

D

D
= = =

9 181
2

   

 آسان  »  4«گزينه  - 2
APواضح است كه  DH= = PBو  3 HC=   يم:دار DPC، در مثلث 9=

  

DP DH DC ( ) DP= ´ = + =  =2 3 9 3 36 6   

 آسان   »  3«گزينه  - 3
=Cاگر فرض كنيم  q بنا به قضيه ،sin:ها داريم  

  
b c b b
sinB sinC sin sin sin cos sin

=  =  =
q q q q q

12 12
2 2   

b cos b b = q  = ´  =
324 24 184   

 دشوار  »  2«گزينه  - 4

  
ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C C C+ + =  + + =  =180 80 55 180 45   

  ها داريم:sinبنا به قضيه 

c R R R R
sinC

=  =  =  =
6 22 2 2 12 6

2
2

   

ها در هر مثلث، مركـز دايـره محيطـي مثلـث      دانيم محل تلاقي عمودمنصف مي

است و فاصله اين نقطـه از هـر رأس مثلـث برابـر شـعاع مثلـث اسـت، يعنـي         

OA OB OC R= = = =   پس: 6

OA OB OC+ + = + + =6 6 6 18   

 دشوار  »  1«گزينه  - 5
aلـث داريـم  ها در مثsinبنا به قضيه  R a RsinA

sinA
=  =2 يـن   2 ، بـه هم

bترتيب  RsinB= cو  2 RsinC=   ها داريم: است. بنا به قضيه نامساوي مثلث 2
| a b | c a b

R | sinA sinB | R sinC R(sinA sinB)
- < < +

 - < < +2 2 2   

R | | sinC sinC¸¾¾¾ - < < +  < <2 1 2 1 2 5 11
4 3 4 3 12 12   
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 آسان  »  1«گزينه  - 6
  ها داريم:cosبنا به قضيه 

  

a b c bccosA a ( )( )( )= + -  = + - -2 2 2 2 32 4 3 2 2 3 2   

a= + =  =7 6 13 13  

  ها داريم:sinبنا به قضيه 

a R R R
sinA

=  =  =
132 2 131
2

  

 متوسط  »  3«گزينه  - 7
  ها داريم:cosبنا به قضيه  BDCكنيم، در مثلث  را رسم مي BDقطر 

  

BD BC CD BC DCcos ( )( )( )= + - ⋅ = + -2 2 2 12 60 9 64 2 3 8 2  

BD= - =  =73 24 49 7   

  ريم:دا ADBدر مثلث 

BD AD AB AD ABcosA ( )( )cos x= + - ⋅  = + -2 2 2 2 49 9 25 2 3 5   

cosx cosx =-  =-
130 15 2   

 آسان  »  3«گزينه  - 8
  الاضلاع داريم: متوازي ها درcosبنا به قضيه 

  

a b d d ( ) ( ) ( ) d¢+ = +  + = +2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 3 2 2 10   

d d d + = +  =  =2 218 8 10 16 4   

 متوسط  »  2«گزينه  - 9
(a b c)(a b c) ac (a c) b ac+ + - + =  + - =2 2   

a ac c b ac a ac c b + + - =  + + =2 2 2 2 2 22  

bهـا، cosبنا به قضـيه   a c accosB= + -2 2 2 كـه در رابطـه فـوق قـرار      2

  دهيم: مي

a ac c a c accosB accosB ac+ + = + -  - =2 2 2 2 2 2  

cosB B-
 =  = 

1 1202   

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆA B C A C A C+ + =  + + =  + =180 120 180 60   

 متوسط  »  1«گزينه  - 10

  

BC AB AC AB.ACcosA= + -2 2 2 2   

( x ) x (x ) x(x )( )- = + + - + -2 2 2 13 2 2 2 2 2   

x x x x x x x - + = + + + + +2 2 2 29 12 4 4 4 2   

¡ ¡ —x (BC )
x x x(x )

x
ì = =-ïï - =  - =  íï =ïî

2 0 26 18 0 6 3 0 3   

AB AC BC x x x x ( )= + + = + + + - = = =2 3 2 5 5 3   محيط 15

 دشوار  »  3«گزينه  - 11
  ها در مثلث داريم: بنا به قضيه ميانه

  

ƒoÎ

a
a a

ab c m aa m m a

b c a

üïïï+ = + ï  = +  =ýïïï+ = ïþ

22 2 2 22 2 2 2
2 2 2

2 2513 2 22 2 2
13

   

a am a m a =  =2 225 5
4 2  

2ها،  دانيم فاصله هر رأس تا نقطه همرسي ميانه مي
  طول ميانه است. 3

am aAG
BC a a

´
= = =

2 2 5
53 3 2
3  



   
   

 

 فصل سوم–پاسخنامه هندسه يازدهم 30

 آسان  »  4«گزينه  -12
  شود. ضلع مثلث وارد مي ترين بزرگترين ميانه به  همواره كوتاه

  

a a
ab c m m+ = +  + = +

22 2 2 2 1002 16 64 22 2  

a a am m m =  =  =2 230 2 15 15   

 آسان  »  4«گزينه  - 13

¾ºIÃ¶ ¾Ã…¤

a a a

a

a a

m b c m b c b c m

a:b c m

am m

üïï= +  = +  + = ïïïýïïï+ = + ïïþ

 = +

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2

22 2

1 2 42

2 2

4 2 2

  

a a a
a a am m m =  =  =

2 22 22 2 4 2  

=Âپس  الزاويه، ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است. دانيم در مثلث قائم مي 90   

 متوسط  »  3«گزينه  - 14
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  

BD.AC DC.AB BC(AD BD.DC)+ = +2 2 2   

x (x ) (x )( x) + + = + +2169 7 2 7 64 7   

x x x x x x + + + = + + +2 2169 7 28 28 64 7 448 49   

x x AB , BC =  =  = =84 420 5 7 12   

AB AC BC= + + = + + =7 13 12   محيط 32

  

 دشوار  »  3«گزينه  - 15
DCاگر  x=  وCD y¢ اـه   = BDفرض شود آنگ x= BDو  12- y¢ = +12 

  است.

  

Â±iHj pIvμÃº AB BD xAD
AC DC x

-
 =  =

123   

x x x = -  =3 12 3  

Â]nIi pIvμÃº AB BD yAD
AC CD y

¢ +¢  =  =
¢

123  

y y y = +  =3 12 6  

DD x y¢ = + = + =3 6 9   

همواره نيمسازهاي داخلي و خارجي هر رأس در مثلـث بـر هـم عمودنـد، پـس      

  داريم:

AD AD DD ( )¢ ¢+ = = =2 2 2 29 81  

 متوسط  »  3«گزينه  - 16
ADاگر فرض كنيم  k=  آنگاهBD x k= -3  

  

pIvμÃº AB AD x kAD k x k k x
BC DC x x k

 =  =  = -  =
-

2 2 34 3  

ها برابـر نسـبت    دانيم اگر ارتفاع دو مثلث با هم برابر باشند، نسبت مساحت مي

  ها است. قاعده

ABD

ABC

S
AD k x

S BC x x

D

D
= = = =

1
3 3 3   
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 متوسط  »  3«گزينه  - 17
شـود و اگـر فـرض كنـيم      ترين نيمساز به بلندترين ضـلع وارد مـي   همواره كوتاه
BD x=  آنگاهDC x=   است. 14-

  
pIvμÃº AB BD x xAD

AC DC x x
 =  =  =

- -
9 3

12 14 4 14  

x x x x = -  =  =4 42 3 7 42 6   
=BDپس  =DCو  6 8.  

AD AB AC BD DC ( ) ( )

AD

= ⋅ - ⋅ = - = - =

 =

2 9 12 6 8 108 48 60
2 15

   

 متوسط  »  2«گزينه  -18
  آوريم. دست مي هقضيه هرون برا به كمك  DCBمساحت مثلث 

  
P P= + + =  =2 4 6 8 18 9   
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ =9 13 5 3 15   

ها برابـر نسـبت    دانيم اگر ارتفاع دو مثلث با هم برابر باشند، نسبت مساحت مي
  ها است. قاعده

ADC ADC
ADC

DBC DBC

S S
AD S

S BD S

D D

D
D D

=  =  =
1 3 154 4

   

 دشوار   »  4«گزينه  - 19
  ها داريم: طبق خواص ميانه

  
bBG m= = ´ =

2 2 12 83 3   

aGM m= = ´ =
1 1 6 23 3  

BCBM MC= = = 82  

  كنيم. را حساب مي BGMبه كمك قضيه هرون مساحت مثلث 

P P= + + =  =2 8 8 2 18 9   

BGM
S P(P a)(P b)(P c)D = - - - = ´ ´ ´ =9 1 1 7 3 7   

  مثلث هم مساحت داريم: 6ميانه يك مثلث را رسم كنيم،  3دانيم اگر  مي

ABC BGM
S SD D= = ´ =6 6 3 7 18 7   

 دشوار   »  1«گزينه  - 20

  
P x x x P x= + + + = +  = +2 12 8 2 20 10  

  طبق قضيه هرون داريم:

S P(P a)(P b)(P c) (x ) (x )= - - -  = + ´ ´ - ´30 10 2 2 10   

(x x ) x x = + -  = + -2 2900 20 8 20 45 8 20   

¡ ¡ —
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï + - =  - + =  íï =-ïî

2 58 65 0 5 13 0 13   

P x= + = + =5 10 5 15   
Sr r
P

= =  =
30 215   

  
  
  
  
  پلاسآزمون              
  

 »1«گزينه  - 1

  
ˆ ˆ ˆ ˆM M sinM sinM+ =  =1 2 1 2180   
ˆ ˆ ˆ ˆN N sin N sin N+ =  =1 2 1 2180  

و  R1را  ANCو  AMNو  ABMهـاي   به ترتيب شعاع دايره محيطي مثلث
R2  وR3 كنيم. فرض مي  

  ها داريم:sinبنا به قضيه 
AB ABABM : R
sinM sinM R R R

AN R R RANAMN : R sinMsinM

D

D

üïïï= ïïï =  =  =ýïïï= ïïïþ

1
1 1 1 1 1

2 2 2
2 22

2
2 4 1
2 8 2

2
   

AM AMAMN : R
sinN sinN R R R

AC R R RACANC : R sin Nsin N

D

D

üïïï= ïïï =  =  =ýïïï= ïïïþ

2
1 1 2 2 2

3 3 3
3 22

2
2 6 3
2 10 5

2
  

R R R /
R R R

´ = ´  = =1 2 1
2 3 3

1 3 3 0 32 5 10   
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 »4«گزينه  - 2

  
ˆ ˆ ˆ ˆD D sinD sinD+ =  =1 2 1 2180  

  ها داريم:sinطبق قضيه 
AB BDABD : ( )
sinD sin sinD sin

D
=  =

a a1 1
4 3 1   

AC DCADC : ( )
sinD sin sinD sin

D
=  =

b b2 1
6 5 2  

  كنيم. ) تقسيم مي2) را به رابطه (1رابطه (

sinD sin sinsin /
sin sin

sinD sin

b aa=  =  = =
a b

b

1

1

4 3
2 3 9 0 96 5 3 5 10  

 »3«گزينه  - 3

  
¾Ã†¤ asin : R a R sinA

sinA
=  =2 2   

bبه همين ترتيب  R sinB= cو  2 RsinC= 2   
P a b c RsinA RsinB RsinC= + +  = + +2 42 2 2 2   

R( ) R( ) R = + +  =  =
1 7 15 4221 21 132 13 26 26   

a RsinA= = ´ =
12 26 132  

b R sinB= = ´ =
72 26 1413  

c R sinC= = ´ =
152 26 1526  

  آوريم. دست مي هبه كمك قضيه هرون مساحت را ب
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =21 6 7 8 84  

 »1«گزينه  - 4
cos   نكته: cos cos cosa +b a-b

a + b= 2 2   و 2

sin sin sin cosa+b a-b
a+ b= 2 2 2   

¾Ã†¤ a b c a b csin :
sinA sinB sinC sin sinB sinC

+
= =  =

+120  

B C B Ccos cosa (cosB cosC) a
B C B CsinB sinC sin cos

+ -
´+

 =  =
+ -+

6 26 2 2 2
3 3 2 2 22

   

B Ccosa a B C Acot( ) cot( )B Csin

+
+ -

 =  = =
+

2 2 18026 6 62 23 3
2

   

a A Acot( ) tan tan = - = =
2 6 90 6 6 602 23

   

a a a =  =  =
2 6 3 2 18 9

3
   

 »1«گزينه  - 5
  داريم: ABDها در مثلث cosبنا به قضيه 

  
BD AB AD AB.ADcosA ( )( )cosA= + -  = + -2 2 2 2 64 49 36 2 7 6   

cosA cosA =  =
184 21 4   

    محاطي است، زاويه مقابل مكمل هستند. ABCDچون چهارضلعي 

ˆ ˆA C cosC cosA cosC+ =  =-  =-
1180 4   

  داريم: BCDها در مثلث cosبنا به قضيه 

BD BC CD BC CDcosC

CD CD ( )

= + - ⋅

 = + - ´ ´ ´ -

2 2 2

2
2

164 16 2 4 4
   

¡ ¡ —

CD x x x
x

(x )(x )
x CD

=¾¾¾¾ + - =
ì =-ïï + - =  íï =  =ïî

2 2 48 0
88 6 0 6 6

   

ˆ Ãd¶ABCD AB BC CD DA= + + + = + + + =7 4 6 6 23   

 »4«گزينه  - 6
a (b c )a c b c b- + + + + =4 2 2 2 4 2 2 42 0   
a (b c )a c b c b b c - + + + + - =4 2 2 2 4 2 2 4 2 22 2 0   

(a ) (b c )a (b c ) b c - + + + - =2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0  

(a (b c )) a b

(a b c bc)(a b c bc)

 - + - =

 - - - - - + =

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
0

0
  

a b c bc a b c bc

b c bccosA b c bc

ˆcosA A

a b c bc a b c bc

b c bccosA b c bc

ˆcosA A

ìï - - - =  = + +ïïïïï + - = + +ïïïïï =-  =ïïï íïï - - + =  = + -ïïïï + - = + -ïïïïï =  =ïïïî

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0
2
1 1202

0
2

1 602
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 »2«گزينه  - 7
ها منفي است، پس مثلث داراي زاويه منفرجه است  يكي از زاويه كسينوس چون

ضلع مثلث است و بنا بـه   ترين بزرگرو  زاويه مثلث است كه روبه ترين بزرگو 
  ها داريم: كسينوس قضيه

  
BC AB AC AB ACcosA

(x ) x x (x)(x)( )

= + - ⋅

 + = + - -

2 2 2

2 2 2
2

12 2 8
   

x x x x x x + + = +  - - =2 2 2 21 54 4 2 4 4 04 4   

¡ ¡ —

x
x x (x )( x )

x

ì =ïïïï - - =  - + = íï =-ïïïî

2
4

5 16 16 0 4 5 4 0 4
5

   

  كنيم. به كمك قضيه هرون مساحت مثلث را حساب مي
S P(P a)(P b)(P c)= - - - = ´ ´ ´ =7 1 3 3 3 7  

Sr
P

= =
3 7

7   

 »3«گزينه  - 8
  كنيم. وصل مي Cو  Bاز مركز دايره محاطي به رئوس 

  
ÂÔ= + = + = 

6090 90 1202 2   

  عمود است. BCبر  OHدانيم  مي

OHC :OC OH HC OC
D

= + = + =  =2 2 2 9 16 25 5   
BHاگر  x= باشد.  

OBH :OB BH OH x OB x
D

= + = +  = +2 2 2 2 29 9  
  ها داريم: كسينوس بنا به قضيه OBCدر مثلث 

ˆBC OB OC OB OCcosO= + - ⋅2 2 2 2   
( x) x x ( ) + = + + - + ´ ´ -2 2 2 14 9 25 2 9 5 2  

x x x x x x + + = + + +  - = +2 2 2 216 8 34 5 9 8 18 5 9   
x x x x x - + = +  - + =2 2 264 288 324 25 225 39 288 99 0  
( )¢D = - ´ = - = = ´

¢ D =

2 4 3144 39 99 20736 3861 16875 5 3
75 3

   

abx x
a

>¢ ¢- D +
= = ¾¾¾ =

  0144 75 3 144 75 3
39 39  

BC x BC+ +
= + = +  =

144 75 3 300 75 34 4 39 39   

 »3«گزينه  - 9
  ها داريم: طبق خواص ميانه

  

a a

b b

c c

a cb

AG m AG m

BG m BG m

CG m CG m

AG BG CG (m m m ) ( )

üïï=  = ïïïïïï=  = ýïïïïïï=  = ïïþ

 + + = + +

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 4
3 9
2 4
3 9
2 4
3 9

4 19

   

  ها داريم: طبق رابطه ميانه

a

b

c

a cb

ab c m

ba c m

ca b m

a b ca b c (m m m )

üïïï+ = + ïïïïïïïý+ = + ïïïïïïï+ = + ïïïþ

 + + = + + + + +

22 2 2

22 2 2

22 2 2

2 2 22 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2

2 2 2 2 2 2 2

  

a cb(a b c ) (m m m ) + + = + +2 2 2 2 2 23 22  

a cba b c (m m m ) ( ) + + = + +2 2 2 2 2 24 23  

a cb(m m m )AG BG CG
AB AC BC a b c

(a b c )

(a b c )

+ ++ +
=

+ + + +

+ +
= =

+ +

2 2 22 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

4
9

4
19

4 3
3

  

 »2«گزينه  - 10

a a

a

a ab c m m b c

m b c a

+ = +  = + -

 = + -

2 22 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 22 2
4 2 2

   

  با توجه به فرض مسئله داريم:

a bc b c a a b c bc+ = + -  = + -2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2   

a b c bc¸¾¾ = + -2 2 2 2 2  

  ها داريم: كسينوس با توجه به قضيه
b c bccosA b c bc+ - = + -2 2 2 22 2  

ˆcosA A =  =
2 452  
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 »4«گزينه  - 11
  بنا به قضيه استوارت داريم:

  
BD.AC DC.AB BC(AD BD.DC)+ = +2 2 2   

(x ) x ( ) + + = +2 214 5 11 25 169 154   

x x ( ) x x¸ + + = ¾¾¾ + + =52 225 140 350 25 323 5 28 70 1615  

x x + - =25 28 1545 0   

¡ ¡ —

x
(x )( x )

x

ì =ïïïï - + =  íï =-ïïïî

15
15 5 103 0 103

8
  

p AB AC BC p x x= + +  = + + +2 2 5 25   

x ( )= + = + =2 30 2 15 30 60  

 »2«گزينه  -12
 CDشـود و اگـر    مـي  تـرين ضـلع مثلـث وارد    همواره بلندترين نيمساز به كوتاه

ADواحـدي باشـد، بـا فـرض      9نيمساز وارد بر ضلع  x=  وBD x= -9 

  داريم:

  

pIvμÃº AC AD x xDC
BC BD x x

 =  =  =
- -

12 4
15 9 5 9  

x x x x = -  =  =5 36 4 9 36 4   

=ADبنابراين  =BDو  4   است. 5

CD AC BC AD BD= ⋅ - ⋅ = ´ - ´2 15 12 4 5   

CD= - =  =180 20 160 4 10  

  مركز دايره محاطي داخلي باشد داريم: Oاگر نقطه 

CO AC BC CO
OD AB OD

+ +
=  =

15 12 CO
OD

 =

27

39   

CO CO CO CO
CO OD CD

 =  =  =  =
+ +

3 3 3 3 101 3 4 44 10
   

 »1«گزينه  - 13
ميانه است پـس   AMچون 

AMB AMC ABC
S S SD D D= =

1
و  MPو چـون   2

MQ بت كرديم نيمساز هستند در تمرينات ثاPQ BC.  

  

u²IU AP AQ AQ AQABC : PQ BC
AB AC AC AC

D
¾¾¾ =  =  = 9 3

15 5   

هـا برابـر نسـبت     دانيم اگر ارتفاع دو مثلث با هم برابر باشد، نسبت مساحت مي

  ها است. قاعده

AMQ AMQ AMQ

AMC ABCABC

S S S
AQ /

S AC SS

D D D

D DD

=  =  = =
3 3 0 31 5 10

2

  

 »2«گزينه  - 14
BDاگر فرض كنيم  x=  آنگاهDC x=   است. 4-

  
pIvμÃº AB BD x

AD x x x x
AC DC x

 =  =  = -  =  =
-

5 57 20 5 12 20
7 4 3

  

=BDپس 
5
=DCو  3

7
  است. 3

P AB AC BC P= + + = + + =  =2 5 7 4 16 8   

BQ P AC= - = - =8 7 1   

QD BD BQ= - = - =
5 213 3   

 »4«گزينه  - 15
الزاويـه اسـت. اگـر     قـائم  ميانه وارد بر آن نصف قاعده (وتر) است. يعني مثلـث 

  :با نوشتن رابطه فيثاغورس ،بناميم xهاي مثلث را  اندازه ساق

x x x x x+ =  =  =  =2 2 2 216 2 256 128 8 2   

( ) ( )= + = + = =2 28 2 4 2 128 32 160 4    ميانه نظير هر ساق10
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 »4«گزينه  - 16
ABاگر  x= وAC x= BCو  1+ x=   است. 2+

BCچون  AC AB> ˆاست پس  < ˆˆA B C> اسـت كـه بنـا بـه فـرض       <
ˆمســـئله ( ˆA C= 2 ،(Â= a2  وĈ=a  اســـت. نيمســـازAD  را رســـم

  كنيم. مي

  
AC CD x DC x DC BDAD
AB BD x BD x BD

+ + +
 =  =  =

1 2 1   

x x x(x )
BD

x BD x
+ + +

 =  =
+

2 1 2 2
2 1

  


ppˆ ˆB B BD ABBAD ABC

ˆ AB BCBAD C

D Düï= ïï ¾¾  =ýï= =aïïþ
   

x(x )AB BD BC x (x )
x
+

 = ⋅  = ´ +
+

2 2 2 22 1  
x x( x ) (x ) x x x x¸¾¾¾ + = +  + = + +2 2 22 1 2 2 4 4   

¡ ¡ —
x

x x (x )(x )
x

ì =ïï - - =  - + =  íï =-ïî

2 43 4 0 4 1 0 1   

=ABپس  =ACو  4 =BCو  5 زاويـه   ترين بزرگ Aدانيم  ت و مياس 6
  مثلث است.

BCها داخل مثلث است سي ارتفاعنقطه همر AC AB A< +  < 2 2 2 90   

 »4«گزينه  - 17
  ها داريم: بنا به قضيه ميانه

  

a
a a ab c m b b+ = +  + = +  = +

2 2 22 2 2 2 22 36 72 362 2 2   

  ها داريم:cosبنا به قضيه 
ac a b abcosC a abcosC= + -  = + + -

22 2 2 22 36 36 22   

a aabcosC a bcosC cosC ( )
b

 =  =  =
23 42 3 4 12 3   

¾Ã†¤ a b a sinAsin : ( )
sinA sinB b sinB

=  = 2   

sinA( ) , ( ) cosC sinBcosC sinA ( )
sinB

 =  =
4 31 2 33 4  

sinدانيم  مي cos (sin( ) sin( ))a b= a+b + a-b
1
باشـد. حـال بـا     مـي  2

  ) داريم:3توجه به رابطه (

sinA (sin(B C) sin(B C))

sinA (sin( A) sin )

sinA sinA sinA sinA

= + + -

 = - +

= +  =  =

3 1
4 2

3 1 180 304 2
3 1 1 1 1 14 2 4 4 4

   

  الزاويه ميانه وارد بر وتر، نصف وتر است پس: دانيم در مثلث قائم مي
BC BCAM BC=  =  =6 122 2   

BC AB AC AC AC AC= +  = +  =  =2 2 2 2 2144 36 108 6 3   
S AB.AC S= = ´ ´  =

1 1 6 6 3 18 32 2   

اي بـه   الزاويه در نظر گرفت ( چون خدشه توان از ابتدا مثلث قائم روش دوم: مي

  شود) در اين صورت: مفروضات مسأله وارد نمي

  
   BC=12ميانه وارد بر وتر است بنابراين 

AC BC AB AC= - = - =  =2 2 2 2 212 6 108 6 3   

S AB AC ( )( )= ´ = =
1 1 6 6 3 18 3
2 2

   

 »2«گزينه  -18
  آوريم. دست مي هبا استفاده از قانون هرون مساحت مثلث را ب

  
p a b c p= + + = + + =  =2 13 14 15 42 21   
S p(p a)(p b)(p c) S= - - - = ´ ´ ´  =21 6 7 8 84   

abcRشعاع دايره محيطي از دستور 
S

=   آيد. دست مي هب 4

abcR
S

´ ´
= = =

´
13 14 15 65

4 4 84 8  

 »1«گزينه  - 19
P AB AC BC P= + + = + + =  =2 7 9 10 26 13   

aدانيم  مي
Sr
P a

=
-

bو  
Sr

P b
=

-
cو  

Sr
P c

=
-

  است. 

a b a c b c
S S S Sr r r r r r
P a P b P a P c

⋅ + ⋅ + ⋅ = ´ + ´ +
- - - -

   

S S
P b P c

´
- -

   

P a P b P c PS ( ) S
(P a)(P b)(P c) (P a)(P b)(P c)
- + - + -

= = ´
- - - - - -

2 2   

PP(P a)(P b)(p c) P ( )
(P a)(P b)(P c)

= ´ = =- - - =
- - -

2 213 169   
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 »3«گزينه  - 20
S bc bc bc=  =  =

1 150 1002 2  

  

aدانيم طول نيمساز از رابطه  مي

Abccos
d

b c
=

+

2   آيد. دست ميهب 2

b c (b c)
b c

´ ´
=  + =  + =

+
2

22 100 25 2 20 400  

b c bc a a + + =  + =  =2 2 22 400 200 400 10 2   

a
bch
a

= = =
100 5 2

10 2
 


