
درس: ریاضیات گسسته

نام آزمون: پک طلایی گسسته بخش استدلال

تهیه و تنظیم: استاد کرد

بنام افریدگار اعداد و اشکال:

پدرام کرد

براي .................. درستی گزارة «اگر  اول باشد،  نیز اول است.» می توان از روش .................. استفاده کرد.  1

اثبات - در نظر گرفتن همۀ حالت ها رد - برهان خلف  اثبات - برهان خلف  رد - مثال نقض 

3p+ 2p

( اگر  و  دو عدد صحیح باشند، کدام گزاره همواره درست است؟ (  2xyk ∈ Z

x + y = 2k → xy = 2kx + y = 2k + 1 → xy = 2k

x + y = 2k → xy = 2k + 1x + y = 2k + 1 → xy = 2k + 1

درستی کدام یک از گزاره هاي زیر با استفاده از مثال نقض رد می شود؟  3

اگر  اول باشد،  نیز اول است.  میانگین پنج عدد طبیعی متوالی عدد وسطی است. 

اگر  گنگ باشد،  نیز گنگ است.  مربع هر عدد اول بزرگ تر از  در تقسیم بر  باقیمانده اي برابر  دارد. 

3p + 2p

331x
1

x

چه تعداد از عبارت هاي زیر مثال نقض دارد؟   4

الف) میانگین اعداد طبیعی  تا  برابر  است. 

ب) اگر  و  دو عدد گنگ و  گویا باشد آن گاه  نیز گویا است. 

پ) تفاضل مکعب هاي دو عدد صحیح متوالی عددي فرد است. 

، عددي اول است. ت) عدد  به ازاي همۀ عددهاي طبیعی 

1n
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2

αβα+ βα− β

+ 12
2
n

n

1234

اگر  و  دو عدد گویا و  و  دو عدد گنگ باشند، کدام یک از موارد زیر الزاماً درست هستند?  5xyαβ

∈ Q
x

α
x(y + β) ∈ R − Q∈ R − Qαβx + α ∈ R − Q

چه تعداد از گزاره هاي زیر را نمی توان با مثال نقض رد کرد؟   6

الف) میانگین اعداد طبیعی  تا  برابر با  است. 

، حداقل یکی از اعداد  و  عددي اول است.  ب) به ازاي همۀ اعداد طبیعی 

بخش پذیر است. ج) حاصل ضرب سه عدد طبیعی و متوالی بر 

1n
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2

n− 12
n+ 12

n

6
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 ( اگر  و  اعدادي گنگ و  و  اعدادي گویا باشند، چه تعداد از عبارت هاي زیر همواره درست است؟ (  7

الف)                              ب)  

ج)                د) 

xyztt,z ≠ 0

∈ Q
t

z
z(x ∈ R −Q)t

2 + y ∈ R −Q3√∈ R −Qxz

0123

1



کدام یک از اعداد زیر براي گزارة «اگر n عددي طبیعی و زوج باشد،  بر  بخش پذیر است.» مثال نقض محسوب نمی شود؟  8−n2
n

n

681012

چه تعداد از گزاره هاي زیر همواره درست است؟   9

،  عددي اول است.  الف) به ازاي هر عدد طبیعی 

ب) اگر  عددي اول باشد،  عددي اول است. 

پ) اگر  عددي اول باشد، آنگاه  اول است.

صفر

n− 12
n

n+ 12
n

− 12
n

n

123

کدام یک از گزاره هاي زیر با استفاده از مثال نقض رد می شود؟  10

مربع هر عدد اول بزرگ تر از  را می توان به صورت  نوشت.  اگر  حاصلضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد،  مربع کامل است. 

حاصلضرب هر  عدد متوالی بر  بخش پذیر است.  باقی مانده مکعب هر عدد فرد بر  برابر  است. 

k4k + 1324k + 1

81412

اگر حاصل ضرب  عدد صحیح متوالی بر  بخش پذیر باشد، آنگاه کدام نتیجۀ زیر همواره درست است؟  11

یکی از این  عدد مضرب  است.  یکی از این  عدد مضرب  است.  عدد وسط فرد است.  عدد وسط زوج است. 

324

3634

چه تعداد از گزاره هاي زیر با مثال نقض رد می شوند؟   12

الف) اگر  و  دو عدد صحیح و متوالی باشند، عدد  زوج است. 

ب) اگر  و  دو عدد صحیح و متوالی باشند، عدد  مربع کامل است.  

ج) اگر  و  دو عدد صحیح و زوج متوالی باشند، عدد  بر  بخش پذیر است.  

د) اگر  و  دو عدد صحیح و فرد متوالی باشند، عدد  مربع کامل است.

abab

abab+ a(a > b)

abab6

abab+ 1

4312

چه تعداد از گزاره هاي زیر را می توان با مثال نقض رد کرد؟   13

الف) اگر  و  اعدادي اول باشند، مجموع آنها نیز عددي اول است. 

ب) همۀ اعداد اول بزرگ تر از  به صورت  نوشته می شوند. 

ج) تفاضل مکعب هاي دو عدد صحیح متوالی عددي فرد است.

pq

36k+ 1

0123

کدام گزینه را نمی توان با مثال نقض کرد؟  14

، عددي اول است.  ، عدد   به ازاي همۀ اعداد طبیعی 

، عدد  عددي اول است.  به ازاي اعداد طبیعی بزرگ تر از  براي 

اگر  و  دو ماتریس هم مرتبه باشند بطوریکه  آنگاه  یا  است. 

مجموع سه عدد طبیعی متوالی بر  بخش پذیر است. 

n+ 12
2
n

1n− 12
n

ABAB = ŌA = ŌB = Ō

3

چه تعداد از گزاره هاي زیر را نمی توان با مثال نقض رد کرد؟   15

الف) حاصل ضرب سه عدد متوالی بزرگ تر از یک، بر  بخشپذیر است. 

ب) اگر حاصل ضرب سه عدد متوالی بر  بخشپذیر باشد، قطعاً یکی از این سه عدد مضرب  است. 

ج) مجموع سه عدد متوالی بر  بخشپذیر است.
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کدام گزینه را می توان با مثال نقض رد کرد؟  16

میانگین پنج عدد طبیعی متوالی برابر با عدد وسط است.  میانگین حسابی دو عدد نامنفی از میانگین هندسی آن ها کمتر نیست. 

، عدد  عددي اول است.  به ازاي تمام اعداد طبیعی  m4mاگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی و متوالی باشد،  مربع کامل است.  + 1n+ 12
n2

کدام گزاره مثال نقض دارد؟  17

اگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد  مربع کامل است.  میانگین پنج عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است. 

، عبارت  فرد است.  به ازاي هر عدد طبیعی  هر عدد طبیعی را می توان به صورت مجموع چند عدد طبیعی متوالی نوشت. 

k4k + 1

n− 5n + 7n2

براي  ..................  درستی گزارة «به ازاي هر عدد طبیعی  ،  عددي فرد است.» از روش  .................. استفاده می کنیم.  18

اثبات - در نظر گرفتن همه حالت ها اثبات - مستقیم  رد - در نظر گرفتن همه حالت ها رد - مثال نقض 

a− 7a+ 11a2

چه تعداد از گزاره هاي زیر را می توان به روش مستقیم اثبات کرد؟   19

الف) اگر مجموع دو عدد زوج باشد، حاصل ضرب آن ها نیز زوج است. 

ب) اگر مجموع دو عدد فرد باشد، حاصل ضرب آن ها نیز فرد است. 

ج) اگر مربع عددي فرد را بر  تقسیم کنیم، باقی مانده مساوي  می شود. 

د) اگر حاصل ضرب دو عدد زوج باشد، تفاضل آن ها نیز زوج است.

1

81

234

، عبارت  همواره فرد است، از روش اثبات به کمک در نظر گرفتن همۀ حالت ها براي آنکه ثابت کنیم براي هر عدد طبیعی   20

استفاده می کنیم. در این اثبات از کدام هم ارزي زیر استفاده می شود؟

n− 3n+ 5n2

(p ∨ q ⇒ r) ≡ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r)(p ∨ q ⇒ r) ≡ (p ⇒ r) ∨ (q ⇒ r)

(p ∧ q ⇒ r) ≡ (p ⇒ r) ∨ (q ⇒ r)(p ∧ q ⇒ r) ≡ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r)

اگر  اعدادي صحیح و  نیز همان اعداد ولی به ترتیبی دیگر باشند در این صورت عبارت   21

 همواره .................. است و روش اثبات آن به کمک .................. می باشد. ( عددي فرد می باشد.)

فرد - درنظر گرفتن همۀ حالت ها (روش اشباع)  فرد - برهان خلف 

زوج - در نظر گرفتن همۀ حالت ها (روش اشباع)  زوج - برهان خلف 

,⋯, , ,xn x3 x2 x1,⋯ , ,yn y3 y2 y1

( − ) ( − )⋯( − )x1 y1 x2 y2 xn ynn

کدام گزینه جملۀ زیر را کامل می کند؟   22

براي  ..................  درستی گزارة  به ازاي هر عدد طبیعی  عددي فرد است می توان از روش  ..................  استفاده کرد.

اثبات - در نظر گرفتن همۀ حالات  اثبات - برهان خلف  رد - برهان خلف  رد - مثال نقض 

+ 9n+ 5n2n

فرض کنید  عددي گویا و  عددي گنگ باشد، به طوري که  عددي گویا باشد. حاصل  کدام است؟  23

چنین چیزي امکان ندارد.   به طور یکتا به دست نمی آید.  

ababa + + 3b
2

a
3

03

اگر  و  دو عدد  .................. و   ..................  باشد، آنگاه  و  هردو گنگ هستند.  24

گویا- گویا  گنگ- گویا  گویا- گنگ  گنگ- گنگ 

αβα+ βα− βα+ 2β

اگر  و  و  و  و  به ترتیب اعداد طبیعی و متوالی باشند که میانگین آن ها نیز زوج است، حاصل  همواره به کدام صورت است؟  25

( )

xyztn6z+ 5n

q ∈ Z

2q2q + 13q3q + 1
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کدام یک از گزاره هاي زیر، همواره درست نیست؟  26

اگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی و زوج متوالی باشد، آن گاه  مربع کامل است. 

اگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی و فرد متوالی باشد، آن گاه  مربع کامل است.

اگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن گاه  مربع کامل است.

اگر  حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آن گاه  مربع کامل است.

nn + 1

nn + 1

n4n + 1

n8n + 1

براي اثبات درستی گزارة «مربع هیچ عدد طبیعی اي به فرم  نیست» به شیوة در نظر گرفتن همۀ حالت ها، براي  چند حالت مختلف در  27

نظر گرفته می شود؟

5k+ 2n

2435

فرض کنید می خواهیم با در نظر گرفتن همۀ حالات اثبات کنیم که عدد  عددي فرد است. اگر  باشد، آن گاه  28

باید نشان دهیم کدام یک از عبارات زیر عددي فرد است؟

− 5n+ 7n2n = 2k− 1

4 − 10k + 7k24 − 14k + 13k24 − 12k + 9k24 − 6k + 3k2

چند عدد طبیعی مانند  در مجموعۀ اعداد کوچک تر از  وجود دارد که به ازاي آن  عددي زوج شود؟  29n101
(n+ 1n2 )2

4

25304550

، به ازاي چند عدد دو رقمی  عدد  زوج است؟ اگر   30A = 1 + 2 + 3 + ⋯ +nnA

45464440

، حداقل مقدار  به طوري که  و  کدام است؟  اگر  و  دو عدد صحیح و   31aba− 2b|5a+ 3bα+ βa− 2b|αaa− 2b|βb

(α,β ∈ N)

261348

چه تعداد از زوج مرتب هایی مانند  از اعداد صحیح با شرایط  وجود دارد به طوري که تساوي   32

 برقرار باشد؟

(a,b)−10 ≤ a , b ≤ 10

(a+ b = +)2 a2 b2

39404142

چند زوج مرتب مانند  از اعداد حقیقی و ناصفر وجود دارد به طوري که تساوي  برقرار باشد؟  33

بی شمار  

(a,b)+ =
1

a

1

b

1

a+ b

012

،  و  سه عدد حقیقی باشند، در اثبات درستی گزارة  به روش بازگشتی به کدام رابطۀ بدیهی اگر   34

می رسیم؟

abc+ + ≥ ab− ac− bca2 b2 c2

(a − b + (a + c + (b + c ≥ 0)2 )2 )2(a − b + (a + c + (b − c ≥ 0)2 )2 )2

(a − b + (a − c + (b − c ≥ 0)2 )2 )2(a + b + (a − c + (b − c ≥ 0)2 )2 )2

چند زوج مرتب  از اعداد صحیح و ناصفر وجود دارد، به طوري که به ترتیب روابط  و   35

 برقرار باشند.

یک - بی شمار یک - یک  هیچ - بی شمار هیچ - هیچ 

(x,y)= +
1

x+ y

1

x

1

y

+ = (x+ yx2 y2 )2
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36  و  و  عددهایی صحیح هستند و  و  و  هم همان اعداد ولی به ترتیب دیگري قرار گرفته اند. آنگاه 

..................  

همواره فرد است.  همواره زوج است. 

اگر  و  و  فرد باشند، فرد است.  فقط در حالتی که  و  و  زوج باشند، زوج است. 

a1a2a3b1b2b3

( − )( − )( − )a1 b1 a2 b2 a3 b3

a1a2a3a1a2a3

 ( چه تعداد از ترکیب هاي دوشرطی زیر صحیح است؟ (  37

الف)  

ب)  

پ)  

ت) 

a,b ∈ R

a = b ⇔ =a3 b3

a = b ⇔ =a2 b2

a < b ⇔ <a2 b2

a < b ⇔ >
1

a

1

b

0123

کدام یک از نامساوي هاي زیر براي هردو عدد حقیقی مخالف صفر  و  برقرار نیست؟  38xy

∣x + y ∣ +2 ≥∣ x ∣ +y + 2+ xy + ≥ 0x2 y2

+ + 1 ≥ xy + x + yx2 y2( + 1)( + 1) ≥ (xy + 1x2 y2 )2

براي اثبات کدام گزاره به روش بازگشتی به رابطۀ بدیهی و همواره درست  می رسیم؟ ( و  اعدادي حقیقی، غیر صفر و  39

مثبت هستند)

(a− b ≥ 0)2
ab

− ≥
1

a

1

b

2

a + b
+ ≥

1

a

1

b

4

a + b
− ≥

1

a

1

b

4

a + b
+ ≥

1

a

1

b

2

a + b

در اثبات نامساوي  به کمک روش بازگشتی، به رابطۀ بدیهی  رسیده ایم. حاصل   40

 کدام است؟

+ ab+ ≥ 0a2 b2( +nb + ≥ 0
ma

2
)2 kb2

4

m+ 2n+ bk

9

4
356

براي اثبات گزارة  به روش بازگشتی به رابطۀ همواره درست   41

رسیده ایم.  برابر با کدام گزینه است؟

( + )( + 4 ) ≥ (kxy+ ztx2 z2 t2 y2 )2(xt− 2yz ≥ 0)2

k

1

2
123

( 42kx   کدام باشد تا گزارة «اگر  باشد آن گاه  است.» قضیه اي دو شرطی باشد؟ ( = 1(x− 1)(3 − 6x+ k) = 0x2x ∈ R

13−12

چه تعداد از گزاره هاي زیر را می توان به صورت قضیۀ دو شرطی نوشت؟   43

الف) اگر  عددي طبیعی باشد، آن گاه  است. 

 .( ب) اگر  باشد آن گاه  است (

ج) اگر  باشد، آن گاه  است. ( و  مثبت اند)

k>k3 k2

x+ ≥ 2
1

x
x > 0x ≠ 0

<x2 y2x < yyx

0123
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براي اثبات نامساوي  به صورت بازگشتی به کدام رابطه بدیهی می رسیم؟  44( + )( + ) ≥ (ac+ bda2 b2 c2 d2 )2

(ad + bc ≥ 0)2(ad − bc ≥ 0)2(ac + bd ≥ 0)2(ac − bd ≥ 0)2

،  و  سه مجموعۀ دلخواه از  باشند آنگاه کدام دسته از گزاره هاي زیر هم ارز هستند؟ اگر   45

 و    و 

 و  و 

ABCU

A = CB − A = B − C∩ ∩ =A′ B′ C ′ C ′A ∪ B ⊆ C

⊆A′ B′A ∪ B = BA = CA − B = C − B

اگر  عددي صحیح باشد، کدام گزینه دو گزارة هم ارز نیستند؟  46

 زوج است و  زوج است.  فرد است و  فرد است.  زوج است و  فرد است.  فرد است و  فرد است. 

n

nn
2

nn
3n2n + 3n3n + 2

گزارة  با کدام یک از گزاره هاي زیر هم ارز است؟  47+ + 1 ≥ xy+ x+ yx2 y2

(x − 1 + 2(y − 1 ≥ 0)2 )2+ (y − 1 + ≥ 0x
2 )2

y
2

(x − y + (x − 1 + (y − 1 ≥ 0)2 )2 )2(y − 1 + (x − 1 ≥ 0x
2 )2 )2

) حداقل یکی از دو روابط  یا  برقرار است؟ ( به ازاي چند زوج مرتب ناصفر (  48

(

بیشمار 

x,y= +
1

x+ y

1

x

1

y
= −

1

x− y

1

x

1

y
x,y ∈ R , x ≠ y

014

 ( گزارة  با چه تعداد از گزاره هاي زیر هم ارز است؟ (  49

الف)                                             ب)  

ج) 

صفر

+ xy+ ≥ 0x2 y2x,y ∈ R

(x+ + ≥ 0
y

2
)2

3y2

4
( + y + ≥ 0
x

2
)2

3x2

4

(x+ y + ≥ 0)2
(x− y)2

2

321

اگر  و  اعدادي حقیقی باشند، براي اثبات نامساوي  به روش بازگشتی به کدام رابطه همواره  50

درست می رسیم؟

xy+ 5 ≥ 3(x+ y+ xy− 3)x2 y2

(x − 3 + (y − 3x + (y − 3 ≥ 0)2 )2 )2(x − 3 + (3y − x + (y − 3 ≥ 0)2 )2 )2

(x + 3 + (3y − x + (y + 3 ≥ 0)2 )2 )2(x − 3y + (y − 3x + (y + 3 ≥ 0)2 )2 )2

چه تعداد از گزاره هاي زیر هم ارز هستند؟    51

الف)  و   

ب)  و  

ج)  و 

A = CA∪B = A∪C

∩ ∩ =C ′ B′ A′ A′B∪C ⊆ A

B = CA∩B = B∩C

3210
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کدام دو گزاره هم ارز هستند؟    52

الف) حاصل ضرب  و  عددي فرد است.  

ب)  عددي زوج است.  

ج)  عددي صحیح است. 

د)  عددي فرد است.

ب و د   ج و د   ب و ج  الف و د  

(n ∈ Z)

nn+ 3

5 + 3n2

n+ 4

2

+ 2nn2

براي اثبات گزارة  به روش بازگشتی به رابطۀ بدیهی   53

رسیده ایم. حاصل  کدام می تواند باشد؟

(4 + 9 )( + ) ≥ (2xt+ 3yzx2 y2 z2 t2 )2(mxz+nyt) ≥ 0

m−n

5147

کدامیک از ترکیب هاي دو شرطی زیر درست نیست؟  54

= ⇔ a = ba3 b3(a + b = + ⇔ (a = 0 ∨ b = 0))2 a2 b2

( − 1 = 0) ⇔ (x − 1 = 0)x2x > 0;x ≤ y ⇔ ≥ 1
y

x

در اثبات درستی رابطۀ  به کمک اثبات بازگشتی به کدام رابطه بدیهی می رسیم؟ ( و  دو عدد حقیقی مثبت و  55

غیرصفر هستند.)

+ ≥ +
a

b2

b

a2

1

a

1

b
ab

(a + b ≥ 0)2(a − b ≥ 0)2(a + 2b ≥ 0)2(a − 2b ≥ 0)2
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اگر قرار دهیم  آن گاه  است و عددي اول است اما  عددي اول نیست پس گزاره در حالت کلی درست نیست و با یک مثال  1

نقض این را نشان داده ایم.

گزینه ها را بررسی می کنیم:   2

گزینه اول: اگر حاصل جمع  و  زوج باشد، یا هر دوي این اعداد زوج هستند یا هر دو فرد هستند. در حالت اول حاصل ضرب زوج می شود ولی در حالت دوم حاصل ضرب فرد می شود. پس این

گزینه همواره درست نیست. 

گزینه دوم: اگر حاصل جمع  و  فرد باشد، یکی از اعداد زوج است و یکی فرد است و در این حالت به خاطر عدد زوج، حاصل ضرب زوج می شود. پس این گزینه همواره درست است. 

گزینه سوم: در گزینۀ اول بررسی شد که حالت حاصل ضرب زوج هم وجود دارد. پس این گزینه همواره درست نیست. 

گزینه چهارم: در گزینه دوم بررسی شد که اگر یکی از اعداد زوج باشد و یکی فرد باشد حاصل ضرب همواره زوج است. پس این گزینه همواره غلط است. 

گزینه ها را بررسی می کنیم.   3

»: عدد اول را  می نامیم:  گزینه «

 

»: مثال نقض می زنیم، اگر  باشد آن گاه  اول است اما  اول نیست.   گزینه «

  :« گزینه «

 

 یعنی باقیمانده تقسیم مربع همه اعداد اول بزرگ تر از  بر  برابر یک است. 

»: حاصل ضرب هر عدد گویاي غیر صفر در عدد گنگ برابر با عددي گنگ است پس اگر  گنگ باشد و  بخواهد گویا باشد حاصل ضرب  در  عددي گنگ می شود در حالی که گزینه «

می دانیم حاصل ضرب عددي گویا است (یک عددي گویا است) پس  باید گنگ باشد. 

اثبات الف)   4

   

 مثال نقض ب) اگر  و  آن گاه  عددي گویاست ولی  گنگ است.  

اثبات پ) 

  

:  بنابراین عبارت  همواره اول نیست!   مثال نقض ت) مطابق صفحه  کتاب درسی به ازاي 

پس عبارت هاي (ب) و (ت) مثال نقض دارد. 

» درست نیست. زیرا وارون  یعنی  گنگ است پس حاصل ضرب آن در  که گویاست عددي گنگ خواهد بود. (به جز حالتی که  باشد)  گزینه «  5

 

» درست نیست. زیرا اگر  قرار دهیم حاصل کل برابر صفر می شود که گویاست.   گزینه «

» درست نیست. مثال نقض: گزینه «

  

» همواره درست است. زیرا اگر  گویا باشد پس  که تفاضل دو عدد گویاست باید گویا باشد در حالیکه  گنگ است!  گزینه «

p = 13p + 2 = 5p = 1

xy

xy

1x

= = x + 2 → ✓
x + (x + 1) + (x + 2) + (x + 3) + (x + 4)

5

5x + 10

5
عدد وسطی

2p = 13 × 1 + 2 = 5p

3

همه اعداد صحیح}

⎧

⎩
⎨

⎪⎪⎪

⎪⎪⎪

3k → اول نیست.

}
3k + 1

3k + 2
− →−−−−−

3 بزرگ تر از

همه اعداد اول
p = 3k + 1 → = 9 + 6k + 1 = 3(3 + 2k) + 1 = 3 + 1p2 k2 k2 k′

p = 3k + 2 → = 9 + 12k + 4 = 3(3 + 4k + 1) + 1 = 3 + 1p2 k2 k2 k′

33

4x
1

x
x

1

x
1

x

1 + 2 + ⋯ + n =
n(n + 1)

2
→ میانگین=

 مجموع

تعداد
=

n(n+1)

2

n
=

n + 1

2

α = 2√β = − 2√α + β = 0α − β = 2 2√

(a + 1 − = + 3 + 3a + 1 −)3 a3 a3 a2 a3 = 3 + 1a(a + 1)
  

2q

= 6q + 1
  

فرد

2n = 5+ 1 = 641 × 67004172
2
n

+ 12
2
n

1α
1

α
xx = 0

= ×
x

α
x
 
گویا

1

α 
گنگ

∈ R − Q

2x = 0

3

α = 2

1

2√

β = 2√

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
→ = (αβ

2

1

2√ )
2√

= = 2 ∈ Q2
1

4α + x(α + x) − xα
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الف) این گزاره درست است و مجموع اعداد طبیعی  تا  برابر با  است پس میانگین که برابر با مجموع تقسیم بر  است برابر با   6

است و مثال نقضی در این مورد وجود ندارد. 

ب) قرار می دهیم  و داریم:  و  پس این مورد با مثال نقض  رد می شود. 

ج) از بین سه عدد طبیعی متوالی حتماً یکی بر  بخش پذیر است و حتماً یکی زوج است. پس اگر اعداد را در هم ضرب کنیم حاصل ضرب حتماً بر  بخش پذیر است و لذا در این

مورد مثال نقضی وجود ندارد. 

موارد را بررسی می کنیم:   7

الف) اگر  و  اعدادي گویا باشند حاصل تقسیم شان هم گویا می شود. 

ب) اگر قرار دهیم  و  و  آن گاه داریم  پس این مورد هم همواره درست نیست. 

ج) اگر قرار دهیم  داریم  این مورد نیز همواره درست نیست. 

د) اگر قرار دهیم  و  داریم  این مورد همواره درست نیست. 

و   ، ،  و  به ترتیب بر  و  بخش پذیر نیست، پس اعداد   ، ، هیچ گاه بر اعداد  عدد  به ازاي مقادیر طبیعی   8

بخش پذیر نیستند ولی عدد  و در نتیجه  بر عدد  بخش پذیر است.

گزارة الف به ازاي  رد می شود.   9

گزارة ب به ازاي  رد می شود.

گزارة پ نیز نادرست است.                                                                                                       

 :« گزینۀ «  10

 

»: می دانیم هر عدد اول بزر گ تر از  را می توان به صورت  نوشت بنابراین مربع آن به صورت زیر خواهد بود:   گزینۀ «

 

، داراي باقی ماندة  می باشد.  »: به عنوان مثال نقض  را در نظر بگیرید که مکعب آن برابر است که در تقسیم بر   گزینۀ «

»: می دانیم حاصلضرب هر  عدد متوالی بر  بخش پذیر است، بنابراین حاصلضرب هر  عدد متوالی بر  و در نتیجه  بخش پذیر است.  گزینۀ «

، ،  و  » هستند. همچنین حاصل ضرب سه عدد  » و « ، مضرب  است، پس این سه عدد مثال نقضی براي گزینه هاي « حاصل ضرب سه عدد  ،  و   11

» هستند. مضرب  است که این سه عدد، مثال نقضی براي گزینۀ «

گزارة (ج) با مثال نقض رد می شود. فرض کنیم  و  آن گاه  است که بر  بخش پذیر نیست.    12

الف) از دو عدد صحیح متوالی  و  ، یکی قطعاً زوج است، پس عدد  نیز زوج می باشد. 

ب)  است پس داریم: 

 

 د) فرض می کنیم  و  باشند، پس داریم: 

 

 13

الف)  و  مثال نقض این گزاره محسوب می شود. 

 ب)  مثال نقض این گزاره محسوب می شود زیرا به فرم  نوشته نمی شود. 

ج) اثبات این گزاره به صورت زیر است: 

اگر  و  دو عدد صحیح و متوالی باشند داریم: 

     

می دانیم حاصل ضرب دو عدد متوالی همواره مضرب  است. 

):  مثال نقض این گزاره محسوب می شود. (این عدد در کتاب درسی آمده است)  گزینۀ (  14

 

):  مثال نقض این گزاره محسوب می شود.   گزینۀ (

 

1n
n(n + 1)

2
n

n + 1

2

n = 6− 1 = 63 = 9 × 72
6+ 1 = 65 = 13 × 52

6
n = 6

33 × 2 = 6

tz

z = 1t =
2

1
x = 2√z = 2 ∈ Qx2

y = −2 3√2 + y = 0 ∈ Q3√

x = 2√z = 2= ( = 2 ∈ Qxz 2√ )2

2
n

n61012− 62
6− 102

10− 122
12

61012

2
8− 82

8
8

n = 1

n = 3

+ 1 = 17 n = 42
n

1

k = m(m + 1) , m ∈ N ⇒ 4k + 1 = 4m(m + 1) + 1 = 4 + 4m + 1 = (2m + 1m2 )2

236k ± 1

= (6k ± 1 = 36 ± 12k + 1P 2 )2 k2 = 12 + 1 = 24q + 1k(3k ± 1)
  

2qزوج

3n = 32783

4nn!42412

2342413789

242

a = 2b = 4ab = 86

abab

a > b

b = a − 1 → ab + a = a(a − 1) + a = − a + a =a2 a2

a = 2k + 1b = 2k + 3

ab = (2k + 1)(2k + 3) = 4 + 8k + 3k2 → ab + 1 = 4 + 8k + 4 = (2k + 2x2 )2

p = 2q = 7p = 2 , q = 7 ⇒ p + q = 9 ∉ P

k = 56k + 1

nn + 1

(n + 1 − (n = + 3 + 3n + 1 −)3 )3 n3 n2 n3 = 3 + 3n + 1n2 = 3 + 1n(n + 1)
  
دو عدد متوالی

= 3(2k) + 1 = 2 + 1(3k)
 
k′

= 2 + 1k′

2

1n = 5

+ 1 = 641 × 67004172
2

5

2n = 4

− 1 = 15 = 3 × 52
4
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):  و  مثال نقض این گزاره محسوب می شود.   گزینۀ (

 

،  و  را درنظر می گیریم:  ): براي اثبات این گزاره سه عدد طبیعی و متوالی   گزینۀ (

 

،  و  برابر  است که بر  بخشپذیر نیست.  تنها گزارة (الف) با مثال نقض رد می شود. حاصل ضرب اعداد متوالی   15

): اگر  و  اعداد نامنفی باشند باید حکم  را بررسی کنیم.  گزینۀ (  16

      

،  و  در نظر می گیریم که میانگین آن ها برابر است با:   ،  ، ): پنج عدد طبیعی و متوالی را به صورت  گزینۀ (

  

  : ( گزینۀ (

    

) :  مثال نقض این گزاره محسوب می شود، چون  است که  بر  بخش پذیر است.  گزینۀ (

گزینه ها را یک به یک چک می کنیم. گزینۀ اول: عدد اول را  در نظر می گیریم:   17

  میانگین پنج عدد متوالی

 این همان عدد وسطی است 

  این گزاره به ازاي هر  برقرار است در نتیجه این گزاره کلاً درست است. 

گزینۀ دوم: عدد اول را  می نامیم: 

 

 مربع کامل شد، پس این گزینه هم کلاً درست است. 

گزینۀ سوم: این گزاره مثال نقض دارد. مثلاً  را نمی توان به صورت مجموع چند عدد طبیعی متوالی نوشت. می توان  نوشت که در این صورت متوالی نیست و  هم طبیعی نیست یا اینکه

می توان  نوشت که  در این صورت هم متوالی نیست. 

گزینۀ چهارم: اگر  زوج باشد  و  زوج هستند. می دانیم حاصل جمع و تفریق دو عدد زوج، زوج است پس  هم زوج است و حاصل جمع و تفریق عدد زوج و فرد، فرد است پس

 فرد است. اگر  فرد باشد می دانیم حاصل ضرب دو عدد فرد، فرد است پس  هم فرد و  هم فرد است. می دانیم حاصل جمع و تفریق دو عدد فرد، زوج است پس

) هم در نهایت فرد می شود. پس این گزاره کلاً صادق است.   زوج است و حاصل جمع زوج با فرد (

براي اثبات این گزاره از روش در نظر گرفتن همه حالت ها استفاده می کنیم. یعنی هر دو حالت زوج یا فرد بودن  را بررسی می کنیم.   18

    

  

الف) مثال نقض دارد:    19

ب) مثال نقض دارد:  

ج) گزاره همیشه درست است و با استدلال استنتاجی(اثبات مستقیم) ثابت می شود  

3A = [ ]
0

0

0

1
B = [ ]

0

0

1

0

AB = [ ]
0

0

0

0

4nn + 1n + 2

n + n + 1 + n + 2 = 3n + 3 = 3 = 3k(n + 1)
  

k

56721012

1ab≥
a + b

2
ab
−−√

≥
a + b

2
ab
−−

√ ⇔ a + b ≥ 2 ab
−−

√ ⇔ a + b − 2 ≥ 0ab
−−

√ ⇔ ≥ 0( − )a−−√ b√
2

2a + 5a + 4a + 3a + 2a + 1

(a + 1) + (a + 2) + (a + 3) + (a + 4) + (a + 5)

5
= = a + 3

5a + 15

5

3

m = k(k + 1) , k ∈ N → 4m + 1 = 4k(k + 1) + 1 = 4 + 4k + 1 =k2 (2k + 1)2

4n = 3+ 1 = 5132
9

5133

a

=
a + (a + 1) + (a + 2) + (a + 3) + (a + 4)

5

= = a + 2 →
5a + 10

5

a

a

a(a + 1) = k → 4k + 1 = 4a(a + 1) + 1 = 4 + 4a + 1a2 4k + 1 = (2a + 1− →−−−−−−−−−−
از اتحاد مربع استفاده می کنیم

)2

20 + 20

1 + 1

nn2
5n− 5nn2

− 5n + 7n2nn2
5n

− 5nn27

a

a = 2k → − 7a + 11 = (2k − 7(2k) + 11 = 4 − 14k + 11a2 )2 k2 = 2 + 1 = 2q + 1(2 − 7k + 5)k2

  
q

a = 2k + 1 → − 7a + 11 = (2k + 1 − 7(2k + 1) + 11 = 4 + 4k + 1 − 14k − 7 + 11a2 )2 k2

= 4 − 10k + 5 = 2 + 1 = 2 + 1k2 (2 − 5k + 2)k2

  
q′

q′

{
a = 1

b = 3

{
a = 2

b = 3
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د) مثال نقض دارد: 

در اثبات این مسئله کافی ست یک بار به جاي  عدد  و یک بار عدد  قرار دهیم، درنهایت حاصل فرد خواهد شد. اگر زوج بودن  را با  و فرد  20

بودن  را با  و فرد بودن  را با  نمایش دهیم، حکم را می توان به صورت گزارة  نمایش داد. با توجه به هم ارزي: 

 

 شیوة اثبات در مثال فوق توجیه می شود.

به کمک برهان خلف می توان ثابت کرد حاصل ضرب عبارت هاي  همواره زوج است.   21

 22

 نکته: در بعضی از موارد براي اثبات یک گزاره لازم است همۀ موارد ممکن بررسی شود به این روش، اثبات با در نظر گرفتن همۀ حالات می گوییم.

 یعنی به ازاي هر مقدار دلخواهی از  عدد موردنظر همواره فرد است.

اگر  گویا،  گنگ و  گویا باشد، آن گاه  حتماً صفر است، پس:    23

 

می دانیم مجموع و تفاضل دو عدد گویا و گنگ همواره عددي گنگ است.   24

بنابراین: 

  

  

. تذکر: دقت کنید که اگر  و  گنگ و   نیز گنگ باشد، ممکن است  گویا باشد, مانند حالت 

می دانیم میانگین  عدد طبیعی متوالی همان عدد وسطی است. بنابراین:   25

 

 

 (اگر  زوج باشد،  هم زوج خواهد بود.) 

 

 :« اثبات گزینۀ «  26

 

 :«  اثبات گزینۀ «

 

 :«  اثبات گزینۀ «

 

،  و  در نظر گرفته و مسأله را حل کنید.    ،  ، کافی است  را   27

a = 2k + 1 ⇒ = 4 + 4k + 1 = 4k(k + 1) + 1 = 4 × 2q + 1 = 8q + 1a2 k2

{
a = 4

b = 3

nزوج

 
2k

فرد

 
2k+1

np

nq− 3n + 5n2rp ∨ q ⇒ r

(p ∨ q ⇒ r) ≡ (p ⇒ r) ∧ (q ⇒ r)

( − ), ⋯ , ( − ), ( − )xn yn x2 y2 x1 y1

⎧

⎩

⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪

n = = 2k ⇒ + 9n + 5 = (2k + 9(2k) + 5 = 4 + 18k + 4 + 1 = 2( ) + زوج1 n2 )2 k2 2 + 9k + 2k2

  
k′

= 2 + 1 =k′ فرد

یا

n = = 2k + 1 ⇒ + 9n + 5 = (2k + 1 + 9(2k + 1) + 5 = 4 + 4k + 1 + 18k + 9 + فرد5 n2 )2 k2

= 4 + 22k + 15 = 4 + 22k + 14 + 1 = 2( ) + 1 = 2 + 1 =k2 k2 2k + 11k + 7
  

k′′

k′′ فرد

n

ababa

a + + 3 = 0 + 0 + 3 = 3b2 a3

(α + 2β)
  

گنگ

−(α + β)
  

گویا

= β
 
گنگ

(α + β)
  

گویا

− β
 
گنگ

= α 
گنگ

αβα + βα − βα = β = 2√

5

= z
x + y + z + t + n

5

z = 2k → t = 2 + 1 → n = فرض2 k′ k′′

zn

6z + 5n = 6(2k) + 5(2 ) = 12k + 10 = 2 = 2qk′′ k′′ (6k + 5 )k′′

  
q

1

n = 2k(2k + 2) → n + 1 = 4 + 4k + 1 → n + 1 = (2k + 1k2 )2

2

n = (2k + 1)(2k + 3) → n + 1 = 4 + 8k + 4 = (2k + 2k2 )2

3

n = k(k + 1) → 4n + 1 = 4 + 4k + 1 = (2k + 1k2 )2

n5k5k + 15k + 25k + 35k + 4
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 28

 

 29

 

پس در مجموع به ازاي  مقدار طبیعی  عبارت  عددي زوج است. 

 30

 چون  و  دو عدد متوالی هستند نمی توانند هر دو مضرب  باشند، بنابراین دو حالت پیش می آید: 

 

 

 بنابراین: 

 

، عدد  زوج است.   یعنی به ازاي  مقدار مختلف 

 31

 

  

 32

به ازاي  حالت  و به ازاي  حالت نیز  است که حالت  تکراري است.

 33

    

 معادلۀ به دست آمده در مجموعه اعداد حقیقی غیر صفر، جوابی ندارد.  

 34

   

 

 35

     

 رابطۀ اخیر به ازاي زوج مرتبی مانند  با شرایط مسأله برقرار نیست. 

  

 رابطۀ اخیر نیز به ازاي اعداد صحیح و ناصفر برقرار نیست.

روش اول:   36

اگر  فرد باشد پس هر سه عامل  و  و  هم باید فرد باشند و در نتیجه مجموع آنها هم باید عددي فرد باشد،

n = 2k − 1 ⇒ − 5n + 7 = (2k − 1 − 5(2k − 1) + 7 = 4 − 14k + 13n2 )2 k2

= → = ⇒ n(n + 1) = 4k
(n + 1n2 )2

4
زوج

n(n + 1)

2
زوج

 
2k

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪⎪

⎪⎪

n = 4k → 1 ≤ 4k ≤ 100 → 1 ≤ k ≤ 25

یا

n + 1 = 4k → n = 4k − 1 → 1 ≤ 4k − 1 ≤ 100 → 1 ≤ k ≤ 25

50n
(n + 1n2 )2

4

A = 1 + 2 + 3 + ⋯ + n = = 2k → n(n + 1) = 4k
n(n + 1)

2

nn + 12

n = 4q → 10 ≤ 4q ≤ 99 → 3 ≤ q ≤ 24 → q = 22

n + 1 = 4q → n = 4q − 1 → 10 ≤ 4q − 1 ≤ 99 → 3 ≤ q ≤ 25 → q = 23

= 22 + 23 = مجموع45

45nA

a − 2b|5a + 3b

a − 2b|(a − 2b) × 5
a − 2b|13b → β = 13−→−

−

a − 2b|(5a + 3b) × 2 → a − 2b|10a + 6b

a − 2b|(a − 2b) × 3 → a − 2b|3a − 6b
a − 2b|13a−→−

−
→ α = 13 → min(α + β) = 13 + 13 = 26

(a + b = + ⇒ + 2ab + = +)2 a2 b2 a2 b2 a2 b2

⇒ 2ab = 0 ⇒ a = 0 b = یا0

21a = 021b = 0(0, 0)

+ =
1

a

1

b

1

a + b
⇒ =

a + b

ab

1

a + b
⇒ (a + b = ab)2 ⇒ + + ab = 0a2 b2 ⇒ + + (a + b = 0a2 b2 )2

+ + ≥ ab − ac − bca2 b2 c2 2 + 2 + 2 ≥ 2ab − 2ac − 2bc−→
×2

a2 b2 c2 ⇒ + + + + + − 2ab + 2ac + 2bc ≥ 0a2 a2 b2 b2 c2 c2

⇒ ( − 2ab + ) + ( + 2ac + ) + ( + 2bc + ) ≥ 0a2 b2 a2 c2 b2 c2 ⇒ (a − b + (a + c + (b + c ≥ 0 2(همواره درست )2 )2

= +
1

x + y

1

x

1

y
→ =

1

x + y

x + y

xy
xy = (x + y− →−−−−

طرفین وسطین

)2 → + + xy = 0 2 + 2 + 2xy = 0x2 y2 −→
×2

x2 y2

→ (x + y + + = 0)2 x2 y2

(x,y)

+ = (x + y → +x2 y2 )2 x2 y2 = + + 2xy → xy = 0x2 y2

( − )( − )( − )a1 b1 a2 b2 a3 b3( − )a1 b1( − )a2 b2( − )a3 b3
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یعنی  باید عددي فرد باشد، اما مجموع این  عبارت صفر است! زیرا  است پس عبارت همواره زوج

است. 

روش دوم: 

عددگذاري

 . الف) اگر  می توان نتیجه گرفت  و برعکس اگر  می توان گفت   37

 . ب) اگر  می توان ادعا کرد  ولی برعکس خیر! مثلاً  ولی 

 . پ) اگر  نمی توان ادعا کرد  مثلا  ولی 

 . ت) اگر  نمی توان ادعا کرد  مثلا  ولی 

پس فقط رابطۀ الف صحیح است. 

 : اثبات گزینۀ   38

   

 : اثبات گزینۀ 

   

 : اثبات گزینۀ 

    

: و  مثال نقض گزینۀ 

 39

     

به کمک روش بازگشتی داریم:   40

  

 با توجه به رابطۀ بدیهی به دست آمده، نتیجه می گیریم: 

  

    

 41

  

 رابطۀ همواره درستی که به آن رسیده ایم به این صورت است: 

 

 رابطۀ اولی را تا حد امکان ساده می کنیم. 

 

 قبلاً دیدیم عبارت داخل کروشه مثبت یا برابر با صفر است. مطمئن هستیم  مثبت است، اما مطمئن نیستیم که  مثبت باشد. پس براي اینکه نتیجه اي همیشه درست به دست آوریم

باید ضریب  برابر صفر و ضریب  نامنفی باشد، در نتیجه  است.

. براي این که بخواهیم اگر  باشد که قضیه از یک سمت درست است زیرا  است و در نتیجه   42

قضیه دو شرطی باشد باید از سمت دیگر هم قضیه درست شود یعنی اگر  آن گاه  

می دانیم  می تواند  یا  ریشه در اعداد حقیقی داشته باشد. براي اینکه وقتی  برابر با صفر شد بتوانیم حتماً نتیجه بگیریم که

) در اعداد حقیقی نباشند.  و نتیجه اي غیر از آن نگیریم، لازم است که  تنها ریشۀ  را داشته باشد و دو ریشۀ مربوط به (

می دانیم معادلۀ درجه دو  تنها وقتی داراي پاسخ حقیقی است که  باشد. پس قرار می دهیم  که مطمئن شویم پاسخ حقیقی نداریم.

. اما در صورتی که دو ریشۀ  را بررسی کنیم. داریم  در نتیجه  پس داریم: 

( − ) + ( − ) + ( − )a1 b1 a2 b2 a3 b33+ + = + +a1 a2 a3 b1 b2 b3

a = b=a3 b3=a3 b3a = b

a = b=a2 b2(−2 =)2
2

2−2 ≠ 2

a < b<a2 b2−3 < 2(−3)2 < 2
2

a < b>
1

a

1

b
−3 < 2

1

−3
>

1

2

2

+ xy + ≥x2 y2
2 + 2xy + 2 ≥ 0−→

×2

x2 y2 → (x + y + + ≥ 0)2 x2 y2 بدیهی

3

+ + 1 ≥ xy + x + yx2 y2
2 + 2 + 2 − 2xy − 2x − 2y ≥ 0−→

×2

x2 y2 → (x − y + (x − 1 + (y − 1 ≥ 0)2 )2 )2 بدیهی

4

( + 1)( + 1) ≥ (xy + 1x2 y2 )2 → + + + 1 ≥ + 2xy + 1x2y2 x2 y2 x2y2 → + − 2xy ≥ 0x2 y2 ↔ (x − y ≥ 0)2 بدیهی

1x = −3y = 1

( + ) ≥
1

a

1

b

4

a + b
b + a ≥−→−

×ab 4ab

a + b
(a + b ≥ 4ab− →−−−

×(a+b)
)2 → + + 2ab ≥ 4aba2 b2 + − 2ab ≥ 0− →−−

−4ab

a2 b2

→ (a − b ≥ 0)2

+ ab + ≥ 0a2 b2 ⇔ + ab + + ≥ 0a2 b2

4

3b2

4
⇔ (a + + ≥ 0

b

2
)2

3b2

4

= 1 → m = 2
m

2

n = , =
1

2

k

4

3

4
→ k = 3

→ m + 2n + k = 2 + 1 + 3 = 6

( + )( + 4 )x2 z2 t2 y2 = + 4 + + 4x2t2 x2y2 z2t2 z2y2 ≥ (kxy + zt = + + 2kxyzt)2 k2x2y2 z2t2

(xt − 2yz = + 4 − 4xyzt ≥ 0)2 x2t2 y2z2

+ (4 − ) + 4 − 2kxyzt ≥ 0x2t2 k2 x2y2 y2z2

[ + 4 − 4xyzt] + (4 − ) + 2(2 − k)xyzt ≥ 0− →−−−−−−−−−−−−−
4xyztرا اضافه و کم می کنیم عبارت

x2t2 y2z2 k2 x2y2

x2y2xyzt

xyztx2y2k = 2

x = 1x − 1 = 0(x − 1)(3 − 6x + k) = 0x2

(x − 1)(3 − 6x + k) = 0x2x = 1

(x − 1)(3 − 6x + k)x2
13(x − 1)(3 − 6x + k)x2

x = 1(x − 1)(3 − 6x + k)x2x = 13 − 6x + kx2

a + bx + c = 0x2Δ = − 4ac ≥ 0b2Δ < 0

(−6 − 4 × 3 × k < 0)2k > = 3
36

12
3 − 6x + 3 = 0x23 − 6x + 3 = 3(x − 1x2 )2
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پس  هم جواب است زیرا آن دو ریشه هم یک هستند. 

. لذا این گزاره در حالت کلی برقرار نیست. ضمن این ،داریم.  الف) اگر  عددي طبیعی باشد الزاماً  نیست. به عنوان مثال براي   43

که معکوسش هم الزاماً صادق نیست. 

ب) اگر  باشد آن گاه  است. براي اثبات این قضیه ابتدا از برهان خلف می رویم. اگر  باشد  و  هر دو منفی اند و امکان ندارد حاصل جمع دو عدد منفی از

صفر بزرگ تر شود چه برسد به اینکه از دو بزرگ تر شود. براي اثبات عکس قضیه از اثبات بازگشتی استفاده می کنیم: 

 

، پس این قضیه هم دو شرطی است.  ج) اگر  آن گاه رادیکال می گیریم و  و اگر  آن گاه به توان دو می رسانیم و داریم 

 44

 

 

 

»: اگر  و  و  آنگاه  و  با هم برابر است ولی همان طور که می بینید  و گزینۀ «  45

 برابر نیستند. 

»: دو گزاره داده شده هم ارز هستند.  گزینۀ «

:« گزینۀ «

 

 ولی  است و در نتیجه  می باشد. 

»: اگر  و  و  باشد آنگاه:  گزینۀ «

 

 ولی همان طور که می بینیم  با  برابر نیست. 

»: اگر  زوج باشد، توان  آن نیز زوج می باشد و برعکس.  گزینۀ «  46

»: اگر  فرد باشد، توان  آن نیز فرد است و برعکس.  گزینۀ «

»: عدد  همواره عددي فرد است و به زوج و فرد بودن  بستگی ندارد، پس دو گزاره هم ارز نیستند.  گزینۀ «

 :« گزینۀ «

 فرد  

فرد 

 چون  عددي فرد است، پس  نیز عددي فرد است.

 47

 

بدیهی  

 48

 

 

 با فرض در تناقض است. 

 

 

k = 3

k>k3 k2k = 1=k3 k2

x + ≥ 2
1

x
x > 0x < 0x

1

x

x + ≥ 2 ↔ + 1 ≥ 2x
1

x
x2 ↔ + 1 − 2x ≥ 0 ↔ (x − 1 ≥ 0x2 )2

<x2 y2x < yx < y<x2 y2

( + )( + ) ≥a2 b2 c2 d2 (ac + bd)2 ↔ ( + )( + ) ≥ + 2acbd +a2 b2 c2 d2 a2c2 b2d2

↔ + + +a2c2 a2d2 b2c2 b2d2 ≥ + 2acbd +a2c2 b2d2

↔ − 2acbd + ≥ 0a2d2 b2c2 ↔ ≥ 0(ad − bc)2

1B = {1, 2, 3, 4}A = {3, 4}C = {3, 4, 5}B − AB − CA

C

2

( ∩ ) ∩ ⇔ (A ∪ B ∩ = (A ∪ B) ∪ C = C ⇔ A ∪ B ⊆ C A
′

B′ C ′ )′ C ′ C ′ −→
متمم

3

A = {1, 2} , B = {1, 2, 3} ⇒ A ∪ B = B

A ⊆ B⊆B′ A′

4A = {3}C = {4}B = {3, 4}

{ ⇒ A − B = C − B
A − B = ∅

C − B = ∅

AC

1n2

2n3

32n + 3n

4

n = 2k + 1 ⇒ 3(2k + 1) + 2 = 6k + 5 → 2( ) + 1 = 2q + 13k + 2
  

q

3n + 2 = 2k + 1 → 3n = 2k − 1

3nn

+ + 1 ≥ xy + x + yx2 y2 ⟷
2× طرفین

2 + 2 + 2 ≥ 2xy + 2x + 2yx2 y2

⇔ + + + + − − − ≥ 0x2

––––––
x2

×
y2

–––––
y2

◯

2
1+1

×◯

2xy
– –––– –––

2x
×

2y
◯

⇔ + + ≥ 0(x − y)2 (x − 1)2 (y − 1)2

= + → =
1

x + y

1

x

1

y

1

x + y

y + x

xy
→ xy = → + 2xy + = xy(x + y)2 x2 y2

→ + + xy = 0 2 + 2 + 2xy = 0x2 y2 −→
×2

x2 y2 → + + = 0(x + y)2
x2 y2

⇒ x = 0 ∧ y = 0 ∧ x + y = 0

= −
1

x − y

1

x

1

y
→ = → = −xy

1

x − y

y − x

xy
(x − y)2

→ − 2xy + + xy = 0 → + − xy = 0x2 y2 x2 y2
2 + 2 − 2xy = 0 → + + = 0−→

×2

x2 y2 (x − y)2 x2 y2
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 با فرض در تناقض است. 

 پس به ازاي هیچ مقدار این دو رابطه برقرار نیست. 

 49

  (الف

   (ب

 گزارة  با گزارة (ج) هم ارز نیست. 

 50

 

 

 

 

،  و  باشد،  اما  است.   الف) اگر   51

ب)  

   

،  و  آن گاه  اما  است.    ج) اگر 

، درستی  نتیجه شود و برعکس.   دو گزاره  و  هم ارز هستند هرگاه از درستی   52

گزارة الف) نادرست است زیرا به ازاي مقادیر زوج یا فرد  حاصل ضرب اعداد  و  زوج خواهد بود.  

گزارة ب)  عددي فرد است؛ پس  و همچنین  باید فرد باشند.  

گزارة ج)  عددي صحیح است؛ پس  عددي زوج است. 

گزارة د)  عددي فرد است؛ پس  عددي فرد است.  

واضح است که گزاره هاي (ب) و (د) هم ارز هستند.  

اگر  زوج باشد پس  و  فرد هستند در نتیجه  عددي فرد است و اگر  عددي فرد باشد پس  عددي فرد است در نتیجه  عددي زوج است.  

 53

 

 

 

تذکر: نامساوي  نیز از این رابطه حاصل می شود که در این صورت  و و  است.

بررسی گزینه ها:   54

: واضح است که درست است یعنی از  می توان نتیجه گرفت  و برعکس.  گزینۀ 

: اگر عبارت  را به صورت زیر بنویسیم داریم:  گزینۀ 

  

 پس این گزینه هم درست است. 

، : می توان گفت که از  می توان  را نتیجه گرفت ولی از  لزوماً نتیجۀ  به دست نمی آید. زیرا به ازاي  گزینۀ 

 برقرار است اما  درست نیست پس دو گزاره با هم هم ارز نبوده و ترکیب دو شرطی نادرست است. 

، داریم:  گزینۀ 

 

 اگر عملیات جبري را به صورت برعکس اعمال کنیم از عبارت  و فرض  عبارت  حاصل می شود پس دو شرطی است. 

⇒ x = 0 ∧ y = 0 ∧ x − y = 0

+ xy + ≥ 0 ⇔ + xy + + ≥ 0x2 y2 x2
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4

3y2

4
⇔ (x + + ≥ 0

y

2
)2

3y2
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+ xy + ≥ 0 ⇔ + + xy + ≥ 0x2 y2
3x
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x2

4
y2 ⇔ ( + y + ≥ 0

x

2
)2

3x2

4

+ xy + ≥ 0x2 y2

+ 5 ≥ 3(x + y + xy − 3)x2 y2 ⇔ + 5 ≥ 3x + 3y + 3xy − 9x2 y2

⇔ + 5 − 3x − 3y − 3xy + 9 ≥ 0x2 y2
2 + 10 − 6x − 6y − 6xy + 18 ≥ 0⇔

×2

x2 y2

⇔ ( − 6x + 9) + (9 − 6xy + ) + ( − 6y + 9) ≥ 0x2 y2 x2 y2

⇔ (x − 3 + (3y − x + (y − 3 ≥)2 )2 )2 همواره درست

A = {1, 2, 3}B = {2, 4}C = {1, 4}A ∪ B = A ∪ CA ≠ C

B ∪ C ⊆ A ⇔ ⊆ (B ∪ CA′ )′ ⇔ ⊆ ∩A′ B′ C ′ ⇔ ( ∩ ) ∩ =B′ C ′ A′ A′

A = {1, 2, 3}B = {1, 4}C = {1, 5}A ∩ B = B ∩ CB ≠ C

pqpq

nnn + 3

5n2n2n

n + 4

2
n

+ 2nn2n

5 + 3n2n2n+ 2nn2+ 2nn2n5 + 3n2
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⇔ 4 + + + 9 ≥ + + 12xtyzx2z2
4x2t2

9y2z2 y2t2
4x2t2

9y2z2

⇔ 4 + 9 ≥ 12xtyzx2z2 y2t2 ⇔ 4 + 9 − 12xtyz ≥ 0x2z2 y2t2

⇔ (2xz − 3yt ≥ 0)2

→ m = 2 , n = −3 → m − n = 2 − (−3) = 5

(−2xz + 3yt ≥ 0)2m = −2n = 3m − n = −5

1a = b=a3 b3

2(a + b = +)2 a2 b2

+ + 2ab = +a2 b2 a2 b2 ⇔ 2ab = 0 ⇔ (a = 0) ∨ (b = 0)

3x − 1 = 0− 1 = 0x2− 1 = 0x2x − 1 = 0x = −1

− 1 = 0x2x − 1 = 0

4

x ≤ y × x ≤ × y− →−−−−−−−−−−

>0 x>0
1

x
پس

ضرب می شود.
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x
طرفین در

1
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1

x
⇒ 1 ≤
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+ ≥ +
a

b2

b

a2

1

a

1

b
↔ ≥

+a3 b3

a2b2

b + a

ab
− →−−
×a2b2

+ ≥ a + b ↔ (a + b)( − ab + ) ≥ ab(a + b)a3 b3 b2 a2 a2 b2 − →−−−
÷(a+b)

− ab + ≥ ab ↔ − 2ab + ≥ 0a2 b2 a2 b2 ↔ (a − b ≥ 0)2 همیشه درست
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