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 2رو نگاه كن! هر چقـدر بـه عـدد     2تر از  تر و كوچك توي جدول مقادير بزرگ

  نزديك ميشه پس: 4به  fشيم، مقدار  نزديك مي
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تعريف شـده و در همسـايگي    3در همسايگي چپِ  fبا توجه به دامنة تابع، تابع 
  راست آن تعريف نشده است. پس حد كلي ندارد.

x
lim x

-
- = - =

3
3 3 3 0 

  است و وجود دارد. 0برابر  3اما حد چپ آن در 
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xدر f) تابع آ =  2ها شامل عدد  يك از زير بازه تعريف نشده است زيرا هيچ 2

  كدام مساوي ندارند). شوند (هيچ نمي
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  است. 0شامل همسايگي محذوف  fب) دامنة 

0/) بله دامنه اين تابع شـامل عـدد  پ 0/ن در همسـايگي اسـت و بنـابراي   9 9 
  تعريف شده است.

xدر همســايگي چــپ f) بلــه تــابع ت تعريــف شــده اســت زيــرا ســمت  1=
xچپ آن تعريف نشده است راست در دامنه وجود دارد اما در همسايگي  1=

  شود. نمي 1شامل عددي بعد از  fزيرا دامنة 

 آسان     - 9
x)اگر بازة , x )- +1 2 ن معناست كه نقطة باشد به اي 2يك همسايگي براي  3

  اين بازه است و بنابراين:يك نقطة درون  2
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دقت كن كه در نوشتن نامعادلات بالا مساوي نداريم زيرا اگر ابتـدا يـا انتهـاي    
  شود. نميدامنه  نقطة درون 2ر عدد نشود ديگ 2بازه برابر 
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  اي بنويسيم: رو به صورت دو ضابطه fاول بيا 
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fD [ , ]= -3 0 

x
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وجود ندارد
x
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3
  

تعريـف   3-همونطوري كه از روي نمودار پيداست، تـابع در همسـايگي چـپ   

نشده (نمودار نداريم) و بنابراين حد چپ وجـود نـدارد و حـد تـابع نيـز وجـود       

  ندارد.

 آسان    » 3«گزينه  - 2
ت چپ و چه از سـمت راسـت بـه    سطر بالاي جدول رو ببين! عددها چه از سم

aنزديك ميشن. پس 3عدد  = 3. 

ن جدول نگاه كن! عددها از هر دو طرف چپ و راست به عدد ييحالا به سطر پا

 .L=1نزديك ميشن. پس 1

a L+ = + =3 1 4  

 آسان    » 2«گزينه  - 3

  
متقارن از يك عدد، يك همسايگي باز همان عدد باشه،  اگر اجتماع دو همسايگي

ها زيرمجموعه ديگـري اسـت و    همونطور كه از شكل پيداست، يكي از همسايگي

  هاست. ها برابر با يكي از آن بنابراين اشتراك آن

 متوسط    » 1«گزينه  - 4
گيـره و چـون    وسط بازه قرار مـي  aهست پس  aاگر اين بازه همسايگي متقارن 

a)هشروع باز واحد هست. در مسأله گفتـه   1هست پس شعاع همسايگي  1-(

  .b=1است بنابراين bشعاع 

  باشد يعني: aواحد بيشتر از  1از طرفي انتخاب بازه هم بايد به فاصله 

b
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  به صورت زير است: Rو شعاع  aيك همسايگي باز متقارن به مركز 
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1غلط هستند زيـرا  4و  3ها، گزينة  با توجه به گزينه
يـك از   نقطـه درون هـيچ   2

11ها نيست و بازه
  هاست. خارج از بازه 6

  ، گزينة اول درست است زيرا:2و  1هاي  از بين گزينه

R- <- <  =
7 1 1 5
6 3 2 6 

R- <- <  =
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  و در تست گفته شده بيشترين تعداد ممكن براي شعاع.
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h)بيا يه فرمول بهت ياد بدم: اگر بـازة  , k)       بـازة مربـوط بـه يـك همسـايگي

  گاه: باشد آن Rو شعاع  aمتقارن با مركز تقارن 
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شويم مقدار تابع نيز به صـفر نزديـك    هرچه از سمت راست به صفر نزديك مي

ميشه پس:
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xعداد در اطرافابينيم  ها مي هاي اولِ زوج مرتب با مقايسة مؤلفه = هسـتند   2
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  در اعداد صحيح داراي حد نيست. [x]و يادت بمونه بطور كلي تابع جزءصحيح
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حواست باشه كه صفري كه در صورت كسر از داخل براكت خارج ميشه دقيقـاً  

يك بـه  ديعني عددي خيلي نز 0+اما»! صفر مطلق«گيم  صفر هست و بهش مي

هـم همينطـور) و   0-گـيم صـفرِ حـدي (    كه بهش مـي  نصفر و سمت راست او

  دونيم حاصل تقسيم صفر بر عدد مساوي صفر هستش. مي
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=xتابع در -¹حد ندارد 0 1 1 

  زيرا حد چپ و راست مساوي نيستند.
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f درx= است و حد  1ا حد چپ برابر صفر و حد راست برابر حد ندارد زير 0

  چپ و راست برابر نيستند.
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f (x) x x= -2 

x x x(x ) x x- ³  - ³  £ ³2 0 1 0 0 1 

fD ( , ] [ , )= -¥ +¥0 1 

تعريف شده و بنابراين حـد چـپ    1تر و مساوي  تابع تنها به ازاي مقادير بزرگ

xتابع در   تابع تعريف نشده است. 1وجود ندارد زيرا سمت چپ  1=
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تعريـف نشـده اسـت بنـابراين حـد راسـت تـابع         2تابع در همسـايگي راسـت   

=xدر   وجود ندارد. 2
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fداريم: 1) با توجه به شكل، در همسايگي آ (x)< <1   :و بنابراين 2
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xدر fتابع  ¹داراي حد نيست 1= 1 0  
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xتعريف نشده است بناراين در 1در همسايگي راست  fتابع    حد ندارد. 1=
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 متوسط     - 13
xوقتي + پـس از ضـابطة اول بـراي محاسـبه حـد راسـت        x>2يعني 2

 كنيم: استفاده مي
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تعريف نشده 
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در دامنه وجود نداردپس اين تابع  2-چون 
«  حد ندارد. 2در
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پس حد وجود دارد 
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lim (x )[x]
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xوجود ندارد 
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x x x x- ³  ³  £- ³2 29 0 9 3 3پ)  
 با توجه به دامنه، تابع فقط داراي حد راست است و داريم:

x
lim x

+
- = - =2

3
9 9 9 0  

xو حد كلي در =   وجود ندارد. 3

f (x) x x x= - - ³  - £ £2 29 9 0 3   (ت3
تعريف شده پس فقـط   3با توجه به دامنة تابع، اين تابع فقط در همسايگي چپ 

 حد چپ داريم:

x
lim x

-
- = - =2

3
9 9 9 0  

xو حد كلي تابع در  =   ندارد.وجود  3

  
  

  

  

  
  2بخش                    
  
 متوسط    » 4«گزينه  - 1

f درx   حد داره معنيش اينه كه حد چپ و حد راست تابع برابر هستند: 1=
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 تعريف نشده است) 5در  gوجود ندارد (زيرا 
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g(fو در حالت كلي حد (x)) درx=   داراي حد نيست. 2
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4 3 0 4

3 44 3 4 3 4 62
 

 دشوار    » 3«گزينه  - 4
Oake

x

x x

lim (f (x ) f ( | x |))

f ( lim (x )) f ( lim ( | x |))

-

- -

- - - +



 

-= - =

= - + -

= - + - ´

2
1

2
1 1

1 1 0 1 1 0

1 1

1 1
 

 

f ( ) f ( )- += +0 0 
 1در صفر از چپ و راست به ترتيـب   fاز روي نمودار واضح است كه حد تابع  

  است و بنابراين: 2و 
= + =1 2  حد چپ3
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x
lim (f (x ) f ( | x |)) f ( ) f ( )

+
+ -


- + - = + = + =2

1
1 1 0 0 2 1 3 

x

x

lim (x )

lim ( | x |)

+

+

+


+ -



ìï - =ïïïïíïï - = - =ïïïî

2
1

1

1 0

1 1 1 0
  

  است. 3د دارد و برابر پس حد كل وجو

 دشوار    » 4«گزينه  - 5

x ( ) x ( ) x ( )
lim fof (x) lim f (f (x)) f ( lim f (x)) f ( )

- - - -  -  -
= = =

3 3 3
3 

fبراي يافتن ( f، معادلة خطي كه3( (   كنيم: روي اون قرار داره رو پيدا مي 3(

( , )
y (x ) y (x )

( , )

ì -ï +ï  - = -  = -íï -ïî

0 1 0 1 10 2 22 0 2 0 2 

f( ) ( )= - =
1 13 3 22 2 

 سطمتو    » 3«گزينه  - 6

x x
lim (fof )(x) lim (fof )(x) f ( ) f ( )

- +
- +

 
+ = +

1 1
0 0 

( )= + - =1 1 0 

 آسان    » 2«گزينه  - 7
)وقتي از راست به»: 1«بررسي گزينه  يم، نمودار بـه سـمت   وش نزديك مي 1-(

  است. ¥+پس حد برابر رود مي ¥+بالا يعني 

)از هر دو طرف وقتي به»: 2«ررسي گزينه ب  2به  yشيم مقدار  نزديك مي 3-(

  ميشه. 2نزديك ميشه و مقدار حد برابر 

)شيم مقدار تابع بـه  وقتي از راست به صفر نزديك مي»: 4«بررسي گزينه  )-2 

 ميشه. 2-نزديك ميشه و مقدار حد برابر

  داريم: »2« اما در گزينه

x

x
x

lim f (x)

lim f (x)
lim f (x)

-

+






=-¥

 =-¥
=-¥

1
1

1

 

 دشوار    » 4«گزينه  - 8

x

x
x

lim f (x)
f (x)

lim
[f(x)] [ lim f (x)] ( )[( ) ]

+

+
+


-



-
- - - -

= = =
+ + - +- +

-
= =

- +

0
0

0

1
1 1 1 2

2 1 2 1 2 2 12 1 1

2 2
4 1 3

 

xحواست باشه كه وقتي + )، نمودار به0 ين نزديك ميشه ياز سمت پا 1-(

)يعني )--1.  

 دشوار    » 1«گزينه  - 9

x

x

x
lim [f (sin )] [f ( )] [( ) ]

x
lim sin sin

+

+

- +


+

-



ì pïï = = - =-ïïïïíï p pïï = =ïïïî

1

1

1 1 12

12 2

 

 

x

x

x
lim [f (sin )] [f ( )]

x
lim sin sin

-

-

-


-

-



ì pïï = =-ïïïïíï p pïï = =ïïïî

1

1

1 12

12 2

  

  

 متوسط    » 2«گزينه  - 10

x
lim (f (x ) f ( x)) f ( ) f ( )

-
- +


- + - = + = + =

2
2 2 0 0 2 1 3 

x
lim (f (x ) f ( x)) f ( ) f ( )

+
+ -


- + - = + = + =

2
2 2 0 0 1 2 3 

=است. 3مقدار حد وجود دارد و برابر  3 3  

 دشوار    » 4«گزينه  - 11

x ( )

lim [ x ] [ ( ) ] [( ) ] [ ]
-

- - -

 -

+ = - + = - + = =-
1
4

14 1 4 1 1 1 0 14 

x ( )

lim [ x ] [ ( ) ] [( ) ] [ ]
+

+ + +

 -

+ = - + = - + = =
1
4

14 1 4 1 1 1 0 04 

  حد راست يك واحد بيشتر از حد چپ است.

 دشوار    » 2«گزينه  -12
x

f ( x )
x

-
- =

-
32 1 4 3 

براي محاسبه
x
lim f (x)
6

-xيداب  =2 1 xيعني 6 =
7
  و 2

x x

x
lim f (x) lim

x ( ) 

- --
= = = =

- - -76
2

7 133 12 2
7 134 3 134 3 2 2
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 متوسط    » 4«گزينه  - 13
ــي ــا   م ــد، م ــبة ح ــه در محاس ــيم ك ــه دون )ب ــه   1-( ــا ب ــيم ام ــك ميش نزدي

خود( رسيم بنابراين براي محاسبة هر دو حد چپ و راسـت از ضـابطة    نمي1-(

x)اول   كنيم: استفاده مي ¹-1(

وجود ندارد
x

x
lim

x-

- - -
= = =

+ - +1
1 2 2
1 1 1 0 

 متوسط    » 1«گزينه  - 14

x x

lim [sin x] [ lim sin x] [sin ] [sin ] [ ]
+

-
p p

 

p p
= = = = =

10 10

55 5 1 010 2 

  

 دشوار    » 3«گزينه  - 15

x
lim [ ] [ ] [ ]

cosx cos( ) ( )

[ ] [ ( )]

-  -

+
-

- - -
= =

+ + +
-

= = - =-

0
3 3 3

2 1 2 0 1 2 1 1
3 1 2

3

 

  

 دشوار    » 1«گزينه  - 16

x ( )

lim ([ ] [ ]) [ ] [ ]
x x ( ) ( )

[( ) ] [ ]

- - - -

+ -

-
+ = +

- -

= - + =- + =-

1
2

3 2 3 2
1 1
2 2

6 4 6 3 3

 

x ( )

lim ([ ] [ ]) [ ] [ ]
x x ( ) ( )

[( ) ] [ ]

+ + + -

- +

-
+ = +

- -

= - + =- + =-

1
2

3 2 3 2
1 1
2 2

6 4 7 4 3

 

  براي محاسبة براكت اين جور كسرها عددگذاري و مقايسه كن.

 متوسط    » 1«گزينه  - 17

x

| x | [x] [ ] ( )
lim

| x | [x] ( )( ) [ ]-

-

-

- - - -
= = = =-

+ + - -+0
0 0 0 1 1 12 0 1 12 0 0

  

 

 متوسط    » 4«گزينه  -18
xتابع در   ها برابر است. حد دارد پس حد چپ و حد راست آن 12=


/
/

a[ ] [ ] a[ ] [ ] a
- -

- -

-

= - + = - + =- +
2 9
2 9

12 12 3 4 3 34   حد چپ3


/

/

a[ ] [ ] a[ ] [ ] a
+ +

+

-

= - + = - + + =- +
3 1
3 1

12 12 3 4 4 44  حد راست3

a a a- + =- +  =3 3 4 4 1  

 آسان    » 2«گزينه  - 19





nj Oa ke

nj SwHn ke

/

/

x a[ ] [ ]

a a

x a[ ] [ ] a
+

- -

+ +

= = + + = + =

 + =  =-

= = + + = +

0 9
1 9

2

1 1 1 1 0 1 1

2 1 1
1 1 1 1 2

 

 متوسط    » 2«گزينه  - 20
در همسايگي چپ صـفر تعريـف نشـده و حـد      xدرست است زيرا 1گزينه 

  چپ ندارد.

[x]دانـيم  درست است زيرا مي 3گزينه  [ x]+ xبـه ازاي  - Ï   1-برابـر 

  يعني عدد صحيحي نداريم. x1وقتي است و

  درست است زيرا حدهاي چپ و راست متفاوت هستند. 4گزينه 

  :2بررسي گزينه 

وجود ندارد
x
lim

[x]+
= =

- -2
1 1

2 2 2  
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  3بخش              

 
 متوسط     - 1

چون گفته شده
x a
lim f (x)


پس آن راموجود است  
x a
lim f (x) M


در نظر  =

  گيريم. مي

x a x a x a
lim C(f(x) lim CM CM , C lim f (x) CM
  

= =   آ(=

x a x a x a x a
lim f (x) lim f (x).f (x) ( lim f (x))( lim (fx))
   

=   (ب2=

x a
( lim f (x))


= 2  

x a x a x a x a
lim ( f (x)) lim ( ) lim f (x) lim f (x)
   

- = - ´ =-1   (پ1

 آسان     - 2
xبه تنهايي در gو  fابتدا بايد چك كنيم هر يك از توابع  = داراي چه حدي  2

  است.

x x
lim f (x) lim x

- - 
= - = - =-2

2 2
1 1 4 3

x x
lim f (x) lim x

+ + 
= - =-

2 2
5   و3

x x
lim g(x) lim x

- - 
= - =

2 2
4 و2

x x
lim g(x) lim x

+ + 
= - =

2 2
4 2  

x x x
lim f g lim f (x) lim g(x)
  

+ = + =- + =-
2 2 2

3 2 1 

x x x
lim f g lim f (x) lim g(x)
  

- = - =- - =-
2 2 2

3 2 5 

x x x
lim f (x).g(x) lim f (x) lim g(x) ( )( )
  

= ´ = - =-
2 2 2

3 2 6 

lim f (x)

lim g(x)
=-

3
2 

 آسان     - 3

x
lim x
-

=4
1

1)1  

x
lim ( ( ) ( ) )


- + = - + =3
10

5 10 6 10 1 5000 60 1 4941)2  

x

(x )
lim

( ) ( )

+
= =

- + - +

2

2
2 16 16

4 8 7 2 1 32 14 1 19)3  

x x x

x [x] x x
lim lim lim

x x x  

- -
= = = =

- - -1 1 1
2 2 2

1
0 2 111 1 1

2

)4  

 دشوار     - 4

 ( ) ( ) x x
(f g)(x) (f g)(x)

( ) x x

ì ì- + > >ï ïï ï+ =  + =í íï ï- + £ £ï ïî î

1 3 2 2 2
2 4 2 2   آ(2

f)در نتيجه تابع ثابت g)(x)+ = 2   

  (ب

f (x)  

  
g(x)  

  
f g :+  

  
حد ندارد 

xx x
lim f (x) , lim f (x) lim f (x)

+ -  
= =  =

22 2
3   (پ4

حد ندارد
xx x

lim g(x) , lim g(x) lim g(x)
+ -  

=- =-  =
22 2

1 2  

fحد ندارد پس تابع gو  f) چون توابع ت g+ درx=   حد نخواهد داشت. 2

 آسان     - 5

x

cos( )
lim
-p

p -p -p
= =

-p -p
  (الف1

sin

cos

p

= =
p

3
3 2 31
3 2

  (ب

 آسان     - 6

x

x
lim

+

-
= =

+2
2 0 02 2 4 

  داريم.حد  2+در قرار دارد پس  x-2در دامنة 2+چون



   
   

 

 

 فصل پنجم-پاسخنامه حسابان يازدهم 10

 آسان     - 7

x
lim ( x ) ( )


- = - =-3 3
9

9 6   آ(216

x
lim ( x x )
-

- - + = - + =7 2
1

6 4 5 6 4 5   (ب7

( )( ( ) ) ( )( )

( ( ) )(( ) ) ( )( )

- +p - + - +p
= =

- + - + - +3

5 5 53 5 03 2 3 05 5 1253 6 1 1 13 3 27

  (پ

x

x
lim

x+


- - -
= = =

- --

2
22

1 1 2 1 1
2 4 2 24

  ت(

x

lim x x ( ) ( )


+ = + = + =2
1
2

1 14 6 4 6 1 3 24   ث(2

x

sin x
lim

x cosx+

+ +

-
= = =

+ +0
0 0 010 1

  ج(

x x x x

| cosx | cosx | cosx | cosx
lim lim , lim lim

x x x x+ + - -p p p p
   

- -
= = = = =

p-p -p -p -p-
2 2 2 2

0 0 0

2

  چ(

 آسان     - 8
  خير.

  

 آسان     - 9
 را در نظر گرفت g(x)=12توان تابع ثابت مي

x
lim

x
= =

-22
12 12 431

  

=xتوان هر تابعي كه با جايگذاري مي در نظـر   g(x)توليد كند بجـاي  12 ،2

  گرفت  

g(x)توان مي x= +22   در نظر گرفت و ... 4

x

x
lim

x

+
= =

-

2
22

2 4 12 431
 

 آسان     - 10

x a x a x a
lim (f (x) L) lim f (x) lim L L L
  

- = - = - = 0 

x a x a x a
lim (f(x) L) lim f (x) lim L
  

- =  - =0   :عكس0

x a x a x a
lim f (x) lim L lim f (x) L
  

 =  = 

  

  
  
  
  
  

  3بخش                 
  

 

 متوسط    » 4«گزينه  - 1

x x x x
lim [f(f(x))] lim [f( )] lim [ ] lim

+ + + +
- -

   
= = = =

2 2 2 2
2 1 0 0 

توجه داشته باشيد كه
x x
lim [f (f(x))] [ lim f (f (x))]

+ + 
¹

2 2
 

 متوسط    » 4«گزينه  - 2

x x

x

lim ([ ] [ x ]) lim ([ ] [ ( ) ])
x

lim

+ +

+

+ +

- -

-

- - - = - -

= + =

2
1 1
2 2

1
2

2 14 4 4 4

4 5 9
 

x x

lim ([ ] [ x ]) lim ([ ] [ ( ) ])
x- -

- +

- -

- - - = - - = + =2
1 1
2 2

2 14 4 4 3 5 84 

 متوسط    » 2«گزينه  - 3

x x x x

x x

x x
lim f (g(x)) f ( lim g(x)) lim g(x) lim

x

x(x )
lim lim x

x

- - - -

- -

   

+

 

-
=  =

-

-
= = - + =

-

2

0 0 0 0

0 0

1 1 1
 

x x
lim f (x) lim [ x]

+ + 
= =

1 1
2 2 

 متوسط    » 3«گزينه  - 4

x x
( lim f (x))( lim g(x))

 2 2
 

x x x x
lim f (x) lim x lim g(x) lim

+ + + +   
= - = = =2

2 2 2 2
4 0 2 2 

x x x
lim f (x) lim x lim g(x)

- - -  
= - = =

2 2 2
4 2 0 2 

  ها نيز موجود و برابر با صفر خواهد بود. در نتيجه حد ضرب آن

 متوسط    » 4«گزينه  - 5
xرا در gو  fبتدا حد توابع ا  كنيم: بررسي مي 1=

x x x
lim f (x) lim x [x] lim x

+ + +  
= - = - =2 2

1 1 1
3 3 1 2 

x x
lim f (x) lim x

- - 
= - =2

1 1
3 0 3  

xدر fچون تابع  حد ندارد پس طبق قضاياي حـد  1=
x
lim (f g)


+
1

موجـود   

  نيست.
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  4بخش              
 
 آسان     - 1

x

x
lim

x

- -
= =

- -

2

3
9 9 9 0
3 3 3 0 

كنيم اگر به حالت صـفر صـفرم كـه     تو محاسبة حدها اول عدد رو جاگذاري مي

و تـو ايـن سـؤال بـا تجزيـه       يك حالت مبهم هست برسيم بايد رفع ابهام كنيم

بريم و بعـد حـد رو حسـاب     كردن، عامل صفركنندة صورت و مخرج از بين مي

  كنيم. مي

x x

(x )x
lim lim

x 

--
=

-

2

3 3
39

3
(x )

x

+

-

3
3 x

lim (x )


= + = + =
3

3 3 3 6 

 آسان     - 2

x x

(x )x x
lim lim

x 

-- +
=

-

2
22 2

24 4
4

(x )

(x )

-

-

2
2 (x )

=
+2

  

x

x
lim

x

- -
= = =

+ +2
2 2 2 0 02 2 2 4  

 متوسط     - 3

x

x x
lim

x x-

+ -
=

+

2
21

2 1 0
03 3

 (آ

(x   عامل صفركننده1+(

xيادت باشه كه اگر aگاه عامل صفركننده ، آن(x a)-  دانـيم   مـي است و

0در حالت
x)عاملحتماً  0 a)-    در صورت و مخرج وجود داره وتـوي تجزيـه

    گيريم. ازشون كمك مي

x

(x )
lim
-

+
=

1
1 ( x )

x (x )

-

+

2 1
3 1

( )

( )

- - -
= = =

- -
2 1 1 3 13 1 3 

x x x

(x )x [x] x
lim lim lim

x x+ + +  

-- -
= =

- -

2 2

2 2 2

2 28 2 8
2 2

(x )

x

+

-

2
2

  (ب 

( )= + =2 2 2 8  

 

 آسان      - 4

x x

x x
lim f (x).g(x) lim

xx x- -

+ +
= ´

- -21 1
2 2

1 2 1
2 1

 

x

(x ) ( x )
lim
-

+ +
=

1
2

1 2 1
( x )+2 1 (x )(x) ( )( )

- +
= =

- - - -

11 1 22
1 11 12 2

3
4

=

2

2
3 

 آسان     - 5
³I¿MH Í n´¿L¶

x x

(x )x
lim lim

x 

--
= ¾¾¾ =

-

2

2 2
24 0

2 0
(x )

x

+

-

2
2

= + =2 2   (آ4

³I¿MH Í n´¿L¶
x x

(x )x x
lim lim

x- -

++ +
= ¾¾¾=

+

2

2 2
25 6 0

2 0
(x )

x

+

+

3
2

  (ب

=- + =2 3 1  
³I¿MH Í n´¿L¶

x x

(x )x
lim lim

x 

--
= ¾¾¾=

-

3

1 1
11 0

1 0
(x x )

x

+ +

-

2 1
1

=   (پ3

 متوسط     - 6

x x

(x )x
lim lim

x- -

++
= =

+

3

2 2
28 0

2 0
(x x )

x

- +

+

2 2 4
2

= + + =4 4 4   آ(12
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- - -

-

- - - +
- = =

+- - -
- +

=

2

2 2 21 1 1

1

2 2 1 2
11 1 1

1 (x )

(x ) (x )

-

- +

2
1 1

= =-
-
3 3
2 2
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x

cos x cosx cos x cosx
lim

cos x cosxx

- +
´

+20
3 3

3
 

x x

x

cos x cosx cos x cosx
lim lim

x ( cos x cosx ) x ( cos x cosx )

cosx (cos x )
lim

 



- -
= =

+ +

-
=

3

2 20 0

2

0

3 4 4
3 3

4 1
sin x

( )( )

x ( cos x cosx )

-
-

= =-
++

2
2

2
4 1 1 2
1 13

 

گيري اين حد رو به روش هوپيتـال حسـاب كنـي امـا الان از      سال ديگه ياد مي

  اتحاد زير كمك گرفتيم:

cos x cos x cosx= -33 4 3 
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x x

x

x x x
lim ( ) lim

xx x x x

(x )
lim

 



+ - -
- =

-- -
- -

=

2

2 22 2

2

6 1 6
22 2

2 (x )

x (x )

+

-

3
2

=-
5
2
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x

x

x x x x
lim

x x x

x x
lim

(x )( x x )

-

-

+ + - +
´

+ - +

- -
=

+ - +

2 2

21

2 2

21

3 4 5 3 4 5
2 2 3 4 5

9 4 5

2 1 3 4 5

 

x

(x ) (x )
lim
-

- +
=

1

5 1 1

(x )+2 1 ( x x )

-
= =

-- +2
10 5
6 33 4 5
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x

x x
lim

x x

-
-

4

1
 

tبا در نظر گرفتن x=  داريم: 4

x x

t t t
lim lim

t t 

-
=

-

2

2 41 1
(t )

t

-
2

1
x

t
lim

( t ) 

-
=

- 2 1
1

1 (t )- -1 (t )
=-

+
1
21
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x x

(x )( x )( x )
lim lim

x x 

-- -
=

- +

3

21 1

11 1
2 1

(x )-1

(x )-1 ( x )( x x )

( )( )

- + +

= =

2 3 2 31 1
1 1

2 3 6
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x

x x

x x
lim

x

x
lim lim

x x x

+

+ +



 

- + -

-

-
= +

- ´ + +

23

3 3

3 3

9
3 1

3 3 3

 

x

x
lim

+

-
= +

3

1 3
6

x

x

-

-

3

3 x ( x )
= + =

+ +

1 60
663 3
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x

x x
lim

x

+ - +3

0
1 2 1 

ها يكسان هست و نه عبارت زير راديكال پس بـا اضـافه و كـم كـردن      نه فرجه

  سازيم: دو عبارت مجزا مي 1عدد 

x x

x

x x x x
lim ( ) lim ( )

x x x x

( x) xx
( )

x ( x) x

lim (

 



+ - + - + - + -
- = -

+ + + ++ -
- ´ =

+ + + +

=

3 3

0 0
23 33

23 3

0

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 11 1

1 1 1

1 x+ -2 1
x2

x ( x )
-

+ +
1

1 2 1
x+ - 1
x

x
)

( ( x) x )+ + + +23 31 1 1

 

= - =
2 1 2
2 3 3

 

 دشوار    » 4«گزينه  - 26

x

x x
lim

x

- -
-

3

2
1 8
2

 

x)عامل صفركننده x)هست كه در صورت با ايجـاد  2-( )-3 بـه وجـود    8

x-8ضافه كردن و كم كردنامياد. پس با   كنيم: اون رو ايجاد مي 1

x

x

x x x x
lim

x

(x ) x ( x )
lim

x





- - - + - -
-

- - + - -
=

-

3

2
3

2

1 8 1 8 1 8
2

8 1 8 1 1
2

 

x

(x )
lim


-
=

2

2 (x x ) x

x

+ + -

-

2 2 4 1
2 x

(x )
lim


- -
+

2

1 1
( x-2 )( x )- +1 1

 

= + =12 4 16  
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x x x

x

sin x
sin xtan x sin x sin x sin xcosxcosxlim lim lim

x x x cosx
sin x( cosx)

lim
x cosx

  



-- -
= =

-
=

3 3 30 0 0

30
1

 

x

x
sin x sin

lim ( )
x x cosx

´
= = ´ ´ ´ =

´ ´

2
2

20

2 1 1 12 1 2 2 1 2 
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yير متغيريبا تغ x= xرويم و جلو مي 2- y= +2: 

x y y

y

(x ) y y
lim lim lim

x y y
sin sin( ) cos

y
lim

y
sin

  



-
= =

p p p p
- - + -

= =
p

2 2 2

2 0 0

2

20

2
1 1 14 4 2 4

1
2 28 (

p2

64 )
=

p2

32

32 
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x x

x

tan x ( tan x)( x x )
lim lim

x x x x

( tan x) ( x x )
lim

 



- p - p +
=

- -

- p +
=

21 1
4 4

1
4

1 1 2
2 4

1 2
x t x t

x( x )

+ =

= - =  = +
-

1 1 12 2 1 1
4 1 4 4

  

t t

t

tan t
( tan( t )) ( )

tan tlim lim
(t )( t) (t )( t)

lim

 



p p +
- p + -

- p= =
+ +

=

0 0

0

11 14 1
1 14 44 4

1 tan t tan t- p - p - 1
t(t )( tan t)+ - p

14 14

 

t t

tan t
lim lim

t (t )( tan t) ( )( ) 

- p p
= ´ =- ´ =- p

+ - -p0 0
2 1 2 1 21 14 41 14 4
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x

sin( cosx) cosx
lim

cosx cosxp

+ +
´

+ -
1 1

1 1 

x)وقتي )p گاه آن( cosx )+ 1  شود.   مي 1برابر  حد اولو  0

x x

x

cosx cosx
lim lim

sin x ( cos x)

cosx
lim

p p

p

+ +
= ´ =

-

+
=

2 2
1 11
2 2 1

1
( cosx) ( cosx)- +2 1 1

=
1
4

  

  

  
  
  
  

  5بخش                 
  

 آسان     - 1
xدر هاي پيوستگي  شرط a= هاست: كه بايد هر سه برقرار باشند اين  

1 (f  درx a= تعريف شده باشد  

2 (f  درx a=داراي حد باشد  

  يكي باشه. aنقطه ) مقدار حد با مقدار تابع در3

fشرط اول رو نداره
x

f (x) D { }
x

-
= = - 

-

2 9 33   

xدر fپس  =  پيوسته نيست. 3

x x x

x

x (x )(x )
lim g(x) lim lim

x x
lim (x )

  



- - +
= =

- -
= + =

2

3 3 3

6

9 3 3
3 3

3 6
  

xهر سه شرط پيوسـتگي در  gدر  = )g برقـرار اسـت پـس    3 )=3  gو  6

xدر =   پيوسته است. 3

 آسان      - 2

  

x
lim f (x)


=-
3

  fDÏ3اما2

xهمونطوري كه از نمودار مشخص هست اين تابع در =   ناپيوسته است. 3

 آسان     - 3
fa DÎ 

x a
lim f (x)

limf (x) f (x)
f (a) x a


=
 ¹

= 

2

1
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 آسان     - 4
اي از انواع توابعي هستند كه همواره  ها و بطور كلي توابع چند جمله ها، سهمي خط

  پيوسته هستند.

  

 آسان     - 5
=xاين تابع در بـه دليـل تعريـف     x=-1به دليل عدم وجـود حـد و در   0

)نشدن در   ناپيوسته است اما در بقيه نقاط محور، تعريف شده است.  1-(

  

 آسان     - 6
fDÎ0 )1  

x

x x
x

lim ( x x)

lim f (x) lim f (x)
lim ( cosx sin x) ( )

-

+ -
+



 


üï+ = ïïïï ¹ýï- = - = ïïïïþ

2
0

0 0
0

3 0

2 2 1 0 2
)2 

=xتابع در   بنابراين در صفر پيوسته نيست. حد ندارد 0

 متوسط    - 7
ر نقاط صحيح داراي حد نيسـت و بنـابراين ناپيوسـته    د [x]) تابع جزءصحيحآ

xتنها در fاست اما در نقاط غيرصحيح پيوسته است پس  =
1
  پيوسته است. 2

=xدر همه نقاط صحيح پيوستگي راسـت داره پـس در   fب) تابع  xو 0 = 2 

  ه.پيوستگي راست دار

=xدر f) پ
1
پيوستگي كامل دارد اما در هيچكدام از اين نقـاط داراي تنهـا    2

  پيوستگي چپ نيست.

 متوسط     - 8
در اين بازه پيوسـتگي   fطور كه از نمودار مشخص هست تابع  ) نادرست. همانآ

 دارد.

  
=xيادت باشه كه در xتگي راست و درتنها داشتن پيوس 0 = تنها داشـتن   2

  پيوستگي چپ كافي هست.

fب) درست. به نمودار (x) [x]= :توجه كن  

  
)در بازه , )0 ]پيوسته است اما در 1 , ]0 پيوسـتگي   1پيوسـته نيسـت زيـرا در     1

  چپ ندارد.

 وسطمت     - 9

  (آ

  همواره پيوسته است.

  (ب 

  در اعداد صحيح ناپيوسته است اما پيوستگي راست دارد.

  پ( 

  در اعداد صحيح ناپيوسته است و پيوستگي يك طرفه دارد.

  ت( 

xدر   ناپيوسته است. 1=

 آسان     - 10
  شند:ها كافيه سه تا مقدار برابر با براي پيوسته بودن و يافتن مجهول

  حد چپ، حد راست و مقدار تابع.

Oa ke
SwHn ke

( )
a

= - =
 =

=- + =
2 1 1 1 11 2  آ(1

f ( ) a=1  
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x x x x

x x (x )(x )
lim g(x) lim lim lim (x )

x x   

+ - - +
= = = + =

- -

2

1 1 1 1
2 1 2 2 31 1

 (ب

g( ) a a=  =1 3 

x x

x x
lim lim

x- - 

- -
= =

-1 1
1 1

1 ( x )-1 x
lim

x( x ) -
= =

++ 1
1 1

211
 (پ

x
lim ([x] a) [ ] a a

+
+


+ = + = +

1
1 1 

a a+ =  =-
1 11 2 2  

x
lim ([x] a)[x] a( )

-
- =- =

1
0  (ت0

x
lim ([x] a)[x] ( a)( ) a

+
- = - = -

1
1 1 1 

a a- =  =1 0 1  

 متوسط     - 11

xحد نداردپيوسته نيست 

x x
x

lim x

lim f (x) lim f (x)
lim ( x )

-

- +
+



 


=

¹
+ =

0
0 0

0

0

2 1   (آ1

x

x x

ax
a

ax xlim a a a
| x | ax

a
x

+

-



 

¾¾¾¾ =
=  =-  =

¾¾¾¾ =-
-

0

0 0
 (ب0

g درx= پيوسته نيست 0
x

f ( ) lim f (x) f ( )


=  ¹ 
0

0 1 0 

 آسان     -12
  )آ

  

fDÏ0  

                    
x

f ( ) lim f (x)


¹
0

0  
x
lim f (x)


=
0

0 

  )ب

  

xپ)  = xو 2 fدر دامنه تابع نيسـتند و  2-= (x)
x

=
-2
1

4
 fبنـابراين   

  در بقيه اعداد حقيقي پيوسته است. fيوسته است و در اين نقاط ناپ

 آسان     - 13

  
yتابع جزءصحيح روي هر پله پيوسته است و چون  [x]=  هـا يـك    طول پلـه

  است. 3تواند بگيرد  مي kواحد است بنابراين حداكثر مقداري كه 

 متوسط     - 14
f (x) x= - -2 3 

x x- ³  £3 0 3 

]تواند جواب مسأله باشد براي مثال: اي از اين دامنه، مي هر زيرمجموعه , ]0 1 

 متوسط     - 15

x
lim (x a) a

-
- =-

0
2 2 

x x x

x x
sin sincosx

lim lim ( lim )
xx x

( ) ( )

+ + +  

-
= =

= = =

2
2

2 20 0 0
2

21 2 22

1 1 12 22 4 2

 

f ( ) b= -0 1 

a a- =  =-
1 12 2 4 

b b- =  =
1 31 2 2 

 آسان     - 16
x) يك سهمي در هر عدد حقيقي پيوسته است پس درآ  نيز پيوسته است. 1=

xدر xناپيوسته است  1=
g(x)

x

ì ³ïï= íï- <ïî

1 1
1   (ب1

x
lim h(x) f ( )


¹
1

  (پ 1

xدر ناپيوسته است  1=
Oa ke

SwHn ke
f ( )

=- + =
= 

=

1 2 1
1 2

1
  

 آسان     - 17

x
lim (x )

-
+ = + =

2
1 2 1 3 

x
lim ( x) ( )

+
= =

2
3 3 2 6 

xدر = ¹پيوسته نيست 2 3 6  
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  به نمودار هم توجه كنيم:

  
  ناپيوستگي از روي نمودار هم مشهود است.

 آسان     -18
  پيوسته هستند. ها در كل اي ) درست. چند جملهآ

  پيوسته هستند. ب) نادرست. توابع سينوس و كسينوس در كل

  ) درست و از روي نمودار كاملاً واضح است.پ

  
  ) درست.ت

  ) درست.ث

))، اين تابع رويپمت (ج) درست. شبيه قس , پيوسته است پس روي  ¥0+(

  بازه آن نيز پيوسته است. زيرهر 

 متوسط    - 19
  (آ

  
fD ( , ) { }= -¥ -5  (ب2

fR ( , )= -¥ 3  

]پيوسته  , ]- 1   (پ1

)پيوسته , ) 2 5  

]ناپيوسته در , ] x-  =-2 0 1 

 آسان     - 20
x) نادرست زيرا درآ   پيوستگي چپ ندارد. 1-=

  ب) درست زيرا در اين بازه كاملاً پيوسته است.

  تعريف نشده است.) 2از راست پيوسته نيست (در  2) نادرست. زيرا در پ

  تعريف نشده است و حد كلي ندارد. 5) نادرست. زيرا تابع همسايگي راست ت

  درسته) ث

xدر اين بازه در f) نادرست. ج   ناپيوسته است. 1-=

 آسان     -21
]) تابع درآ , ]-1 ]پيوسته است و در 1 , ]-1   ناپيوسته است. 2

)در fب)  , ]2 ]پيوسته و در 4 , ]2   ناپيوسته است. 4

 آسان     - 22
  (آ

  
  (ب

  
  (پ

  

 دشوار  - 23

x x

( x )( (x ) x )x
lim lim

x x( (x ) x ) 

+ - + + + ++ -
=

+ + + +

233 33

23 30 0
8 2 8 2 8 48 2

8 2 8 4
 

x

x
lim


=
0

+ 8 - 8
x ( (x ) x )

= =
+ + + + + +32 23 33

1 1
128 2 8 4 8 2 8 4

 

f ( ) a=0 

x
lim f (x) f( ) a


=  =
0

10 12  
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 متوسط - 24
  (آ

³I¿MH Í n
x x

x

x x x
lim lim

x x x

x
lim

+ +

+

 



+ - + - + +
= ¾¾¾ ´

- - + +

+ -
=

2 2

2

2 2 0 2 2 2 2
2 0 2 2 2

2 4
x-2

(x )-2 ( x )+ +2 2

  

f درx = پيوسته است 2
x

x

lim
x

x
lim

x

f ( )

+

-





üïï= = ïï+ + ïïïï+ ï= = = ýï+ ïïïïï= ïïïþ

2

32

1 1
42 2

1 3 1
12 44

12 4

  

x
lim x[x] [ ]

-
-


= =

2
2 2   (ب2

x
lim x[x] [ ] f ( ) [ ]

+
+


= = = =

2
2 2 4 2 2 2 4 

f درx =   پيوستگي كلي ندارد اما پيوستگي راست دارد. 2

 متوسط    - 25
xبخواهد در fاگر  پيوستگي راست داشـته باشـد لازم اسـت مقـدار تـابع       1=

fيعني (   با حد راست تابع برابر باشد: 1(

a[ ] [ ] a
-

+ +

-

= - + =- +
0

1

1 1 1 1


 حد راست

f ( ) a[ ] [ ]= - + =1 1 1 1 1 

a a- + =  =1 1 0  

 متوسط     - 26

x x

(x )x
lim lim

| x |+ + 

--
=

-

2

1 1

11
1

(x )

x

+

-

1
1

= + =1 1 2 

x x

(x )x
lim lim

| x |- + 

--
=

-

2

1 1

11
1

(x )

(x )

+

- -

1
1

=-2 

xدر fتابع   aداراي حد نيست و هيچ مقداري وجود ندارد كـه بـه جـاي     1=

  پيوسته شود. fقرار دهيم و 

 متوسط  - 27

x x x

x

x xsin | sin |cos x
lim lim lim

sin x sin x sin x

x
sin

lim ( )
sin x

- - -

-

  



-
= =

-
= =- =-

2

0 0 0

0

2 21 2 2

2 1 22 2
2 2

 

f ( ) a a=  =-
20 2 

 متوسط -28
¢±‰¶ oŸ‚
ÁkeoŸ‚x x

[sin x] [sin ] [ ]
lim lim

x x+ +

+ + 
+ +  

= = = =
0 0

0 0 0 0
0 0

 

x

sin x
lim

x
=

0
2 2 

  
=xدر fحد چپ و راست يكي نيست پس    ناپيوسته است. 0

 متوسط    -29

x x x

sin x sin x sin x
lim lim lim

cos x ( sin x)sin x- - -  
= = =-

- -20 0 0
2 2 2 1

1 2 22
 

x
lim (b[ x] ) b[ ( )] b

+
-

+


- + = - + =- +

0 0
2 3 2 0 3 3 

f ( ) a cos a= =0 0 

a
b a

b b

=-
 - = + =

- + =-  =

1 4 1 5
3 1 4

 

 متوسط -30
f (x) [x ] g(x) x= = -2  آ(1

(fog)(x) [(x ) ]= - 21 


x ( )

lim [(x ) ] [( ) ]
- -

+

-

 -

- = - =2 2
0 1

1

1 0 1 1


 

x
lim [(x ) ] [( ) ] [ ]

+
+ +


- = - = =2 2

0
1 0 1 0 0 

f (g( )) f ( ) [( ) ]= - = - =20 1 1 1  
f درx=   چپ دارد.پيوسته نيست اما پيوستگي  0

g x
( )(x)
f [x ]

-
= 2

 (ب1

x

x x
lim lim

[x ] [ ] +

- - -
= = =-¥20

1 1 1
00

  

gتابع

f
=xدر    داراي حد نيست بنابراين پيوسته نيست. 0
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  5بخش                  

  
 متوسط    » 4«گزينه  - 1

x x x

sin x sin x sin xcosx sin x
lim f (x) lim lim

x x  

- -
= =2 20 0 0

2 2 

x x x

sin x( cosx ) sin x cosx
lim lim lim

x xx  

- -
= = ´

20 0 0
1

2 1 2 1 

=xتابع در -cosxداراي حد نيست 0
= ´ = =¥ 

2 1 11 0 0 

=xو بنابراين در   پيوسته نيست. 0

 متوسط    » 2«گزينه  - 2

ax a

x a

lim
x a a

a a
x a a

lim ( )

-

+

´



=

 = - ¾¾¾ = -
- = -

4 2
1 1

1 1 4 441 14 4

 

a a (a ) a - + =  - =  =2 24 4 0 2 0 2 

 دشوار     »2«گزينه  - 3
sin x
[ ]cos x x

f (x) x
a x

ì p pïï - £ £ïï=íïï =ïïî

4 2 2
0

 

x x

sin x
lim f (x) lim[ ]cos x [ ]

x
-

 
= = ´ =

0 0
4 1 1 0 

a = 0 

sinحواست باشه كـه در اطـراف صـفر،    x x£  و بنـابراينsin x

x
و حـد   £1

  شود. مي 1-آن

 متوسط    » 3«گزينه  - 4

x
lim (ax a ) a a

-
- + = - + =

1
2 2 2  

x x

x

x x x (x )(x x )
lim lim

x x x x x x

(x )
lim

+ +

+

 



- + - -
´ =

- + -

-
=

21 1

1

1 1

1 (x x )

x (x )

-

-1
+

= =
1 1 21

  

f ( ) a( ) a= - + =1 1 2 2 

همانطور كه مشخص است هر سه مقدار حد چپ و حـد راسـت و مقـدار تـابع     

وابسته باشند برابر هستند و بنابراين تابع بـه ازاي هـر    aبدون اين كه به مقدار 

  پيوسته است. aمقدار 

 متوسط    » 1«گزينه  - 5
ح است پس پيوستگي را در اعداد صـحيح  جداكنندة بازة بالا و پائين اعداد صحي

  كنيم. بررسي مي

xدانيم كه به ازاي مي Ï  :داريم[x] [ x]+ -  و داريم: 1-=

x
f (x)

a x

ì- Ïïï=íï Îïî

1 


  

aبراي پيوسته بودن بايد =-1.  

 دشوار    » 1«گزينه  - 6

³I¿MH Í n

x

x

x x

x

cosx cosx
lim

sin x

cosx cosx cosx cosx
lim

cosx cosxsin x
x

(cosx) ( sin )cos x cosx
lim lim

sin x(cisx cosx ) sin x(cos cosx )

x

lim
x





 



-
=

- +
¾¾¾ ´

+

- --
= =

+ +

-
= ´ = ´- =-

+

20

20
22

2 20 0
2

20

0
0

2
2

1 1 1 12
2 2 41 1

 

 دشوار    » 1«گزينه  - 7

x

cosx(cosx )
lim

sin x(cosx cosx )

-

+20
1   

x x

x

sin x
tan x cos xlim lim

cos xcot x
sin x

(cos x sin x)
lim

- -

-

p p
 

p


-
-

= =

-
=

2
2 2

4 4
2 2

4

1
1

22
2

sin x

cos x cos x´2
2

2
x

sin x
lim

cos x-p


= = =2

4

2 1 21
2

  

x

lim a cos x a cos a

a a

+p


p
= = =-

-
 - =  = =-

4

3 23
4 2

2 42 2 2
2 2

 

 آسان    » 2«گزينه  - 8

x
lim sin sin

x-

p p
= =

6
1

6 2 

x

x
lim (a cos ) a cos a

+

p p
+ = + = +2 2

6
3

36 6 4 

a a+ =  = - =-
3 1 1 3 1
4 2 2 4 4 
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 دشوار    » 4«گزينه  - 9

x

x a
lim a cos a cos

-p

p
= =-

2 2
3 3 2 

x x

cosx cosx sin x
lim lim

x cosx x
(x ) sin

+ +p p

+ -
´ =

-p -
-p

2

2
1 1

1 2 2

 

x x

| sin x | sin x
lim lim

x x(x ) | sin | (x ) sin
+ +p p

-
= =

-p ´ -p ´ 22 22 2

 

t x x t= -p  = +p 

sin + -p = 0 

sin
+

-p
=12 

x x

sin( t) sin t
lim lim

t t( )+ + 

p+ -
= ´ = ´ =-

0 0
1 1 2

22 1 2
 

a
a- =-  =

2 22 2 

 دشوار    » 4«گزينه  - 10

t
x

x xcos( t)cos x
lim lim

cosx cos( t) x t
- +p 



pp = --
=

p p- = -0
2

3 33 22

2 2

 

t

sin t
lim

sin t+

-
=-

+0
3 3 

x

lim (sin x a) sin a a
+p



p
- = - = -

2

55 12 

a a- =-  =1 3 4 

 متوسط    » 3«گزينه  - 11

x x

a( x ) a( x
lim lim

x x+ + 

+ - + -
=

-

3
22 2

1 1 1 1
2

x

)

x(x )( x ( x) )

a a
lim (x a) a

( )

-



- - - + -

=- =- = - = -

1

233

2

2 1 1 1

22 3 6

 

a
a a a a a /

´- = - ¾¾ - = -  =  = =6 122 12 6 5 12 2 46 5 

 دشوار    » 4«گزينه  -12

x x

x x x x
lim lim

x (x )( x x )+ + 

- - + - + +
=

- - + - +3 3
1 1 1 1

3 3 1 1
 

x

x x x
lim

(x )( x x
+

- + - -
=

- + - +

2

3
1 2 1

3 1 1 )( x x- - +
2

1 1 )
-4

 

x x

x (x )x x
lim lim

x+ + 

--
=- =-

-

2

3 3

31 3 1
8 3 8 x-3

=-
3
8 

x
lim (ax a ) a a f ( )

-
- - = - - =- =

3
3 3 33 3 3 38 8 8 

 aنيسـت پـس بـه ازاي هـر مقـدار       aمقدار حد و مقدار تابع وابسته به مقـدار  
  پيوسته است.

 آسان    » 2«گزينه  - 13

x
lim (x )[x] ( )[ ]

-
-


- = - =

2
1 2 1 2 1 

x
lim (a sin ) a sin a

x+

p p
+ = + = +

2
2 2 22 

a a+ =  =-2 1 1 

 آسان    » 3«گزينه  - 14
x[x] x

f (x)
ax b x x

ì - < <ïï=íï + £- ³ïî

1 1
1 1

 

[( ) ] a b b a+- - =- +  - =1 1  1-:پيوستگي در1

[ ] a b a b- = +  + =1 1  1:پيوستگي در 0

b a

b a

b b a

ì - =ïïíï + =ïî

=  =  =-

1
0

1 12 1 2 2

  

 آسان    » 1«گزينه  - 15
]براي پيوستگي در بازه , )2   پيوستگي راست داشته باشد. 2لازم است در  3

x x

x [x] x
lim lim

x x+ + 

- -
= =

- -32 2
2

6 (x )-2 (x x )
=

+ +2
1
112 3

 حد راست 

f ( ) a a=  =
12 11  

 متوسط    » 4«گزينه  - 16

x x x

x

( x )x x x
lim lim ( ) lim

x x( x) ( x )

x
lim

  



-- - -
= - = ´

- -- -

-
=

233 3 3

3 23 31 1 1

1

11 1 1
1 11 1

1
( x )- -1 ( x ) ( x)

=¥
+ - 231 1

 

  حد وجود ندارد پس پيوستگي ندارد.

 آسان    » 2«گزينه  - 17
t x x t= -  = -1 1 

x x x

sin x ( t) sin t
lim lim lim a

x t t  

p p-p p
= = =p  =p

-1 1 01 

 آسان    » 2«گزينه  -18

x x

x x
lim lim

x (x )- -- -

- - - +
=

+ +1 11 1
2 3 4 3

1 1 ( x )
=

+ -
1
42 3

 

x
lim (ax ) a

+-
+ =- +

1
1 1 

a a- + =  =
1 31 4 4 
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 آسان    » 2«گزينه  - 19

x

x

lim (x )[x]

a a
lim (a sin ) a

x

-

+





- =

 + =  =-p
+ = +

2

2

1 1
2 1 1

2 2
 

 آسان    » 1«گزينه  - 20

x
lim ( x )

+
- + =2

1
4 3 

x
lim (ax x a)

-
+ - =

1
5 5 

¹به ازاي هيچ مقداري پيوسته نيست 3 5 

 آسان    » 4«گزينه  -21

x x

x

x x (x )( x )
lim lim

x x
lim (ax a )
 



- - - +
= =

- -  = 
- + =

2

1 1

1

2 1 1 2 1 31 1 3 3
3 3

 

  رحال اين تابع پيوسته است.ه به aن توجه به مقدار وبد

 متوسط    » 2«گزينه  - 22
كنند  توابع براكتي به ازاي مقاديري كه داخل براكت را به عدد صحيح تبديل مي

  ناپيوسته هستند. مگر اين كه ريشة عبارت پشت براكت باشد!

x)راكت صحيح است و ريشـه كه داخل ب x=1اين تابع در )-2 هسـتند   1

  پيوسته است.

 متوسط          » 4«گزينه  - 23

x

[x]
lim

x+ +
= =

0
0 0

0
 

x

[x]
lim

x- -

-
= =¥

0
1

0
 

fDÏ0   تعريف نشده[ ]
f ( )= =

00 0 

 متوسط          » 1«گزينه  - 24
a b ( )[( ) ] a b+ - + = - -  - + =1 1 xپيوسته در1 =-1 

a b [ ] a b- + =  + =11 1 xپيوسته در0 =1 

a b

a b

b b a

ì- + =ïïíï + =ïî

=  =  =-

1
0

1 12 1 2 2

 

¡¡ — SvÃº ½pIM nj

x

x

x | x | y
f (x)

x[x] | x | ( )

=

=

ìïï- + ³ ¾¾¾ =- + =- =-ïï=íïïï < ¾¾¾ïî

3

3

1 1 3 1 21 12 2 2 2 2
1

 

 متوسط    » 1«گزينه  - 25
fاز اونجايي كه g+ وf g- در هر دوx0   پيوسته هستند پس جمع و تفريـق

  ها هم پيوسته است: اون

fپيوسته g f g f+ + - = 2  

 fپيوسته

fپيوستهgپيوسته g (f g) f g f g g+ - - = + - + = 2 

    پيوسته هستند. gو  fبنابراين 

 متوسط    » 1«گزينه  - 26
[x]f (x) ( ) sin x x

p
= - Î1 2  

X عدد صحيح است پس[x] x= :و داريم 

xf (x) ( ) sin x
p

= -1 2  

kxهمواره پيوسته  x k f (x) ( ) sin
p

 =  = - 2

1
2 1

2 (2k)=

0

0


  زوج

kxناپيوسته  x k f (x) ( ) sin ( k )+

-

p
 = +  = - + =2 1

1
2 1 1 2 1 12فرد  

 متوسط          » 4«گزينه  - 27
x

f (x) [x] [ x]
x

ì Îïï= + - =íï- Ïïî

0
1




 

f (x) x x
g(x) g( )

f (x) x x

ì ì- Î - Îï ïï ï= =  =-í íï ïÏ - Ïï ïî î

1 0 1 1 11
 
 

 

  يك تابع ثابت است و روي اين بازه نقطه ناپيوستگي ندارد. gبنابراين تابع 

 دشوار          » 3«گزينه  -28
f (x) [x ]= 2 

اين تابع در نقاطي ناپيوسته است كه مقدار داخل براكت به عدد صحيح تبـديل  

  بشه.

xدر SwHnتهناپيوس 1-= ke [(( ) ) ] [ ]x
f ( )

+ -= - = ==-  
- =

21 1 01
1 1

  

xدر Oaناپيوسته 1= ke [( ) ] [ ]x
f ( )

- -= = ==  
=

22 4 32
2 4

  

xپيوسته [( ) ] [ ]=  = = 20 0 0 0  

xو2و 3در نقاط   نيز ناپيوسته است. 1=
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 اردشو    » 3«گزينه  -29

xناپيوسته x
f g

x x

ìïï- - <ïï+ = íïï + ³ïïî

12 02
2 1 0

  

xناپيوسته x x

x

lim (fof )(x) lim f (f (x)) lim f ( )

lim f (f (x)) f ( )

+ + +

-

+

  



= = =


= - =-

0 0 0

0

0 0

1 1
2 2

  

xپيوسته

x

lim g(f(x)) g( )

lim g(f (x)) g( )

+

-

+





= =


= - =

0

0

0 1

1 12

  

  نيز نادرست است. 4به همين ترتيب گزينه 

 آسان          » 1«گزينه  -30
x a x

k(x) f g a
x

x

ì + + <ïïïï= + =íï + ³ïï +ïî

2 1 1

1 11
 

x
lim k(x) a

-
= +

1
3 

x

a
lim k(x)

+
= +

1
1 2 

a a
a a+ = +  =-  =-3 1 2 42 2  

  
  
  
  
  1آزمون تشريحي                       

 
 متوسط     - 1

  .) نادرستآ
x

(x )
lim g(x)

+

-
=

3

3 (x )

x

+

-

3
3

= 6   

و
x

(x )
lim g(x)

-

-
=

3

3 (x )

x

+

-

3
3

=   .داراي حد است 6

ب) درست. در تعريف حد چون فقط حد چپ و حد راسـت مهـم اسـت پـس     

  همسايگي محذوف مناسب است.

fپ) درست. تابع (x) [x]= باشـد و در ديگـر    در نقاط صحيح داراي حد نمي

  نقاط داراي حد است.

 متوسط    - 2
  ) يكآ

ب)
x x
lim f (x) lim x

- - 
= - =-2

0 0
4 7 7  

xپ) در نقطة = fحد ندارد چون تـابع  2 (x) [x]=    در نقـاط صـحيح داراي
  حد نيست.

 آسان     - 3

  

 طمتوس     - 4
ــه ــتون باش ــا!  حواس ــارن ه ــايگي متق ــزهمس ــذوف داراي مرك eمح f+

و  2=

fشعاع e-
=2  

x x x
r

+ + + +
= = =

2 6 2 4 4 10 22   شعاع2
x x

a
- - + +

= =
2 4 2 6   مركز12

x x x+ =  =-  =- =-
6 34 10 4 4 6 4 2 

a x ( )- = - - = + =
3 3 51 12 2 2 

 متوسط    - 5

  

x

x x
x

lim f (x)

lim f (x) lim f (x)
lim f (x)

+

+ -
-



 


=-

 ¹
=-

0
0 0

0

3

1  

=xپس در   .حد ندارد 0

 متوسط     - 6

x x

(x )
lim f (x) lim

+ + 

-
=

2 2

2 (x )

x

+

-

2
2

= 4 

x x

(x )
lim f (x) lim

- - 

-
=

2 2

2 (x )

x

+

-

2
2

= 4 

xچون حد چپ و راست برابر است پس در =   حد دارد. 2
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 متوسط     - 7

 

 متوسط     - 8

´¿L¶
x x x

x

x x x
lim f (x) lim lim

x x x

x
lim

+ + +

+

  



- - +
= =  ´

- - +

-
=

1 1 1

1

1 0 1 1
1 0 1 1

1
(x )-1 ( x )

=
+

1
21

 

x x
lim f (x) lim x

- - 
= - = - =

1 1
1 1 112 2 2 

xچون حد چپ و راست برابرند پس در   حد دارد.  1=

 متوسط     - 9

x x
lim f (x) lim x b b

+ +- -
= - =- -

3 3
3 

x x

x
lim f (x) lim

x- -- -

+
= =

-

2

3 3
4 13

3 

xچون در   ، حد دارد پس حدچپ و حد راست برابرند.3-=

b b b- - =  - - =  - =
13 13 223 33 3 3 

 دشوار     - 10
³I¿MH Í n´¿L¶

x x

(x ) (x )
lim lim

(x )(x ) 

- -
= ¾¾¾

--

2 2

23 3
3 0 3

0 39 (x )+ 3
  آ(

x

(x )
lim

(x )

-
= = =

+3
3 0 0
3 6

  

³I¿MH Í n´¿L¶
x x

x x
lim lim

x x 

+ - + -
= ¾¾¾

- -1 1
15 4 0 15 4
1 0 1

  (ب

x

x x
lim

x (x )( x )

+ + + -
´ =

+ + - + +1
15 4 15 16
15 4 1 15 4

 

x

x
lim


-
=

1
1

(x )-1 ( x )
=

+ +
1
815 4

  

³I¿MH Í n´¿L¶
x x

sin(x ) sin(x )
lim lim

x (x )p p
 

p p
- -

= ¾¾¾ =
p- p -

3 3

0 13 3
6 2 0 66

3

  (پ

 

 دشوار     - 11

x x
lim f (x) lim x a a

+ + 
= - = -

2 2
2 4 

x x
lim f (x) lim a x a

- - 
= + = +2 2 2

2 2
1 4 1 

f ( ) a= -2 4 

aشرط پيوستگي a a a a+ - =  - = = = -2 24 3 0 4 4 1 4 

( a )(a )- + =4 3 1 0 

a , a= =-
3 14 

 متوسط     -12
  آ(

  
(n )Î.در نقاط صحيح ناپيوستگي دارد  

  (ب 

xدر =   ناپيوستگي دارد. 2

 متوسط     - 13

xx
lim f (x) lim x

+ --
= =-3

11
1 

xx
lim f (x) lim

x- --
= =-

11
1 1 

f ( )- =-1 1 

xچون حد راست و حد چپ و مقدار تابع با هم برابرند پس در پيوسـته   1-=

  است.
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  2آزمون تشريحي                       
  

 متوسط     - 1
 ) درستآ

x x
lim f (x) lim f (x)

+ - 
= =

2 2
4 4  

  تعريف حد مقدار حد چپ و راست مطرح است پس درست است.ب) در 
fDت) نادرست. : x x- ³  ³2 0 پس حد چپ وجود ندارد بـا توجـه    2
  .fبه دامنه تابع 

 دشوار     - 2
  ) يكآ

  ب) نيست چون حد چپ و راست برابر نيستند.
  پ) نيستند.  

 آسان     - 3

  

 متوسط     - 4
x

x- < < +3 4 5 72 

» x
x- < < +3 4 5 5 72 

» x
x< - <3 9 2 2 

»x x< - <3 4 

x- < <4   :جواب3

 متوسط     - 5
)است پـس همسـايگي محـذوف    برابر f) چون دامنة آ تعريـف شـده    1-(

  است.

x x

x x

lim f (x) lim x

lim f (x) lim x

+ +

- -

- -

- -

= - =-

= - =-

2
1 1

1 1

2 1

2 3 5
  (ب 

xحد چپ و راست برابر نيست پس در  داراي حد نيست. 1-=

f ( ) x ( )- = - = - - =-2 21 2 1 2   (پ1

 متوسط     - 6

� �

fD x x x(x ) x , x

x

f

 - ³  - =  = =

+ - +

2 3 0 3 0 0 3
0 3 

fD : ( , ) ( , )-¥ +¥0 3 

xحد چپ در fبا توجه به دامنة  = xوجود ندارد پـس در  3 = تـابع حـد    3

  ندارد.

 متوسط     - 7

  
  .تواند حد راست داشته باشد اين تابع مي

 متوسط     - 8

x x x

[x]
lim f (x) lim lim

| x | x+ + +  

- - -
= = = =-

- -2 2 2
3 2 3 1 11 1 1 

x x
lim f (x) lim x b b

- - 
= - = -

2 2
2 4 

  چون داراي حد است پس حد چپ و راست بايد برابر باشد پس:
b b- =-  =4 1 5 

 آسان     - 9
xدر gچون تابع  a=  حد ندارد پـسf g+ درx a=    داراي حـد نخواهـد

  بود.

 دشوار     - 10

³I¿MH Í n´¿L¶
x x

( x )x x
lim lim

x 

-+ -
= ¾¾¾

-

2
21 1

2 2

2 12 1 0
04 1

(x )

( x )

+

-

1
2 1 ( x )

= =
+

3
32

2 42 1
  (آ

³I¿MH Í n´¿L¶
x x x

x ( x )x x x x
lim lim lim

x x  

-- -
= =

- -
¾¾¾

1 1 1

10
01 1 x -1

  (ب1=

³I¿MH Í n´¿L¶
x

sin( )
lim

sin cosp


p p
-

= ¾¾¾
p p
-2 2

4

04 4
0

4 4

  (پ

x

sinx( ) (cosx)( )
lim

(sin x cosx)(sin x cosx)p


-

- +
4

2 2
2 2 

x

(sin x cosx)
lim

p


-

4

2
2

(sin x cos x)- (sin x cos x)
( )

= =
+

2
12
222 2
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 متوسط     - 11

x x
lim f (x) lim [x] a a

+ + 
= + = +

1 1
1  

³I¿MH Í n

´¿L¶
x x

x x

x
lim f (x) lim

x

x x (x )
lim lim

x x (x )( x )

- -

- -

 

 

-
= =

-

- + -
¾¾¾ ´ = =

- + - +

1 1

1 1

1 0
1 0
1 1 1 1

1 21 1 1

  

aاگر پيوسته باشد a+ = = +
11 aپس 12 =-

1
2 

 دشوار     -12
f (x) [x] [x] [x]= + =   (آ2

  
x)در نقاط صحيح ناپيوستگي دارد )Î 

g
(x )(x x )

g(x) x x , D : x
(x )

- + +
= = + + ¹

-

2 21 1 1  (ب11

g(x) x x= + +2 1 

s
b

x
a

=- =-
1

2 2 

s
[ ]

y
a

D - -
=- = =

1 4 3
4 4 4 

  

 متوسط      - 13

x x x

(x )x
lim f (x) lim lim

x+ + +  

--
= =

-

2

1 1 1

11
1

(x )

x

+

-

1
1

= 2 

x x x

(x )x
lim f (x) lim lim

x- - -  

--
= =

-

2

1 1 1

11
1

(x )

x

+

-

1
1

= 2 

f ( )=1 1 

xچون حد تابع با مقدار تابع برابر نيست پس در   پيوسته نيست. 1=

  

  
  
  

  
  پايانيتستي آزمون                         
  

  

 متوسط    » 4«گزينه  - 1
³I¿MH Í n´¿L¶

x

x

x
lim

x x

x ( x )x
lim

( x )(x ) x ( x )





- +
= ¾¾¾

- +

+ + + +- +
´

- - + + + +

3
22

2333

2332

2 3 2 0
05 18 16

4 2 3 2 3 22 3 2
5 8 2 4 2 3 2 3 2

 

x x

x

( x ) x
lim lim

( x )(x )( ) ( x )(x )( )

x
lim

( x )(x )( )

 



- + - -
=

- - - -
-

=
- -

2 2

2

8 3 2 8 3 2
5 8 2 12 5 8 2 12

6 3
5 8 2 12

 

x

( x)
lim


-

2

3 2
( x ) (x )- -5 8 2 ( )( )( )

- -
= =

3 1
2 12 812

  

  روش ديگر حل اين سؤال استفاده از قاعده هوپيتال است.

 متوسط    » 3«گزينه  - 2
  ريشه مخرج بوده است. ،2عدد نهايت شده است حتماً  اب بيچون جو

xهمچنين چون به ازاي = شـود پـس حتمـاً ريشـه      صورت كسر منفـي مـي   2

  مضاعف مخرج بوده است پس:

(x ) x x a , b a b- = - +  =- =  + =2 22 4 4 4 4 0 

 آسان    » 3«گزينه  - 3
  كنيم: اي را ساده مي هاي تابع چند ضابطه ابتدا شرط

IÄ
x[x] x

f (x)
ax b x x

ì - < <ïï=íï + ³ £ïî

1 1
1 1 

xپس در xو 1=  بايد پيوسته باشد: 1-=

x

x

x

x

lim f (x) a b

lim f (x) x a b

f ( ) a b

lim f (x) x

lim f (x) a b a b

f ( ) a b

+

-

+

-





-

-

ü= + ïïïïïï= =  + =ýïïïïï= + ïþ
ü=- =+ ïïïïïï=- +  - + =+ýïïïïï- =- + ïþ

1

1

1

1

0 0

1
1

1

1

  

 با حل دستگاه دو معادله داريم:
a b

a b

b b , a

ì + =ïïíï- + =+ïî

=  = =-

0
1

1 12 0 2 2
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 آسان    » 2«گزينه  - 4

³I¿MH Í n

´¿L¶
x

x x

sin x
lim

[x] cos x

( cos x) ( cos x)cos x
lim lim

cos x

+

+ +



 

p
=

+ p

- p + p- p
¾¾¾ =

+ p

2

1
2

1 1

0
0

1 11
1 ( cos x)+ p1

  

x
lim cos

+
- p=

1
1 2 

 متوسط    » 4«گزينه  - 5

x x

x (x )(x )
lim lim

| x | (x )+ + 

- - +
= = =

- -

2

2 2
4 2 2 4 22 2 2 2 2 

x x

x (x )(x )
lim lim

| x | (x )- - 

- - +
= = =-

- - - -

2

2 2
4 2 2 4 22 2 2 2 2 

f ( )=2 2 
  تابع پيوستگي راست دارد چون حد راست با مقدار تابع برابر است.

 آسان    » 1«گزينه  - 6
 تعريف پيوستگي چپ:

x
lim f (x) f ( )

--
= -

2
2 

x x

x ( x)( x x )
lim lim

| x | (x )- -- -

+ + - +
= = =-

+ - + -

3 2

2 2
8 2 4 2 12 122 2 1 

f ( ) a- =2  
aپس =-12 

 آسان    » 1«گزينه  - 7
x x+ < < -1 3 2 1 

»x x+ < < -1 3 3 2 1 

»x x x< <  <2 4 2 2 

باشـد نـداريم در نتيجـه     2تـر از   تـر و هـم كوچـك    پس عددي كه هم بـزرگ 
  است.   Æجواب

 آسان    » 3«گزينه  - 8
xپس در =  نيز بايد پيوسته باشد: 2

³I¿MH Í n

´¿L¶
x

x

x
lim

x x

x x x
lim

x x x x

+

+





-
=

- +

- + +
¾¾¾ ´

- + + +

2

2

3 6 0
02
3 6 2

2 2

 

x x

(x )(x )(x x )
lim lim

x x+ + 

-- + +
=

- -22 2

3 23 2 2
2

( )

(x )-

4
2 (x )

= =
+

12 431
  

 تونستيم استفاده كنيم. از هوپيتال براي رفع ابهام هم مي

x
lim ax a

-
- = -

2
1 2 1 

f ( ) a= -2 2 1  
-aيوستگيشرط پ =2 1 4 

a a / =  =2 5 2 5 

 متوسط    » 3«گزينه  - 9
³I¿MH Í n´¿L¶

x x

x x (x )(x )
lim lim

x ( x )- -

+ + + +
= ¾¾¾

+ +

2
3 38 8

10 16 0 2 8
012 6 6 2

 

x

(x ) ( x )
lim
-

+ + 3

8
2 2 ( x x )

( x )

- +

+

3 2 3

3
2 4

6 2 x

( )( )
lim
-

-
= =-

8
6 12 126 

  هوپيتال روش ديگر حل اين سؤال است.

 آسان    » 4«گزينه  - 10

x x

x

( sin x )(sin x )
lim f (x) lim

sin x

( sin x ) (sin x )
lim

 



p p
 

p


+ -
=

-

+ -
=

2
2 2

2

2 1 1
1

2 1 1
( sin x)-1 ( sin x)+1

 

x

( sin x )
lim /

sin xp


- + -
= =-

+

2

2 1 3 1 51 2 

f ( ) a /
p

= =-1 52 

 متوسط    » 2«گزينه  - 11
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x

x x
lim

x x

x x x x
lim

x x x x





- +
=
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- + + +
¾¾¾ ´

- + + +

1

1

2 7 5 0
02 3 1

2 7 5 2 7 5
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x

( x ) ( x )
lim


- -

1
2 5 1 ( x x )

( x ) ( x )

+ +

+ -

2 3 1
4 1 1 ( x )

( )( )
/

( )( )

+

- + - -
= = = =-

1
3 2 2 12 6 1 25 2 10 5

 

  هوپيتال روش ديگر حل اين سؤال است.

 آسان    » 3«گزينه  -12
¢± ¶ˆ

x ( )

[x] [( ) ]
lim

x ( )-

-

- - -

+ - +
= = =

+ - +2
3 2 3 0 02 2 2 0

  

 دشوار    » 4«گزينه  - 13
xبرانگيز شد. ابتدا بدانيم كه بحث 99اين سؤال در سال  [ , ]Î -2 و در ايـن   2

sinدهند اما با توجه به تشكيل مي را [x]بازه نقاط صحيح نقاط ناپيوستگي xp 

ــه  ــان در pك ــت و  كم ــده اس ــرب ش -sinآن ض p2 وsin p2 وsin-p 

شـود و در   همگي صفر هستند پس براكت در نقـاط صـحيح صـفر مـي     sinpو

نتيجه پيوسته است. اما در كتاب درسي نقاط ابتدا و انتهاي بازه را به دليل آنكه 

كنـد پـس بايـد     پيوستگي راست و پيوستگي چپ دارند نقاط ناپيوستگي بيان مي

 4جـواب را گزينـه    99جواب مسئله باشد اما سـازمان سـنجش سـال     2گزينه 

  اعلام كرد و سرو ته بازه را پيوسته در نظر گرفت.
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 دشوار    » 1«گزينه  - 14
  هاي شرط را ساده كنيد: ابتدا بازه

x x- < - <  < <1 1 1 0 2 
IÄx x- ³ - £-1 1 1 1 

IÄx x³ £2 0 

IÄ
(x )[x]; x

f (x)
x ax b; x x

ì - < <ïï=íï + + ³ £ïî
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1 0 2
2 0

 

=xپيوسته است پس بايد در چون تابع روي xو 0 =  نيز پيوسته باشد پس: 2

x

x
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= + +

=  =-

0
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x

x
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
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x
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x
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 متوسط    » 1«گزينه  - 17
  از روي دايره مثلثاتي داريم:

  
  پس:

x ( )

lim [ sin ] [ ( ) ] [ / ]
-

-
-

p


p
- = - = - =-1

6

12 1 2 1 0 8 1 16 2 

 دشوار    » 3«گزينه  -18
s sy a(x x ) y a( )= - +  = - +2 20 0 2  f:معادله سهمي 1

a a= +  =-
10 4 1 4 

f (x) (x )=- - +21 2 14  

y x =- +
1 éنقطه14 ù

ê ú
ê úë û

0
éنقطه 1 ù

ê ú
ê úë û

4
  g:معادله خط 0

x x

(x ) x x x x
lim lim

x x- - 

- - + +- + - + - + - +
=

- -

2 2

4 4

1 1 1 12 1 1 1 1 14 4 4 4
4 4 

x x

x x (x )(x )
lim lim (x )

x x- - 

- + + - + -
= =+ + =

- -

2

4 4

1 3 11 1 4 1 54 4 4 14 4 4 4  

 متوسط    » 4«گزينه  - 19
  كنيم: ها را مشخص مي تدا تكليف قدرمطلق و براكتاب

x x x

(x ) ( ) x x
lim lim lim

x x x+ + +- - -

+ + - + -
= = =

-1 1 1
1 1 1 1 10   

 دشوار    » 3«گزينه  - 20
|ابتدا x | x=3  كنيم: تر مي را ساده 2

x | x | x x | x | x x (| x | ) x , ,=  - =  - =  = -2 2 2 2 20 1 0 0 1 1  

|همچنين با توجه به نكته رسم x   داريم: x2و رسم 3|

 

IÄ

| x | [ x] ; x ( , ) { }

f (x) cos x ; x , ,

[x ] [x] ; x x

ìï + - Î - -ïïïï= + p = -íïïï - <- >ïïî
2

1 1 0
1 0 1 1

1 1
  

صـحيح   x2هايي كـه در آن xهاي منفي و همچنين تمام xضابطه سوم در تمام 

  غيرصحيح است ناپيوسته است پس اين تابع در بيشمار نقطه ناپيوسته است. xو
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  آزمون پلاس             
  
     » 1«گزينه  - 1

ريشه مضـاعف   aتگي حد چپ و راست بايد برابر باشند پس بايد چون در پيوس
  بايد ريشه مخرج كسر باشد. aزير راديكال و همچنين 

(m ) ( )(m )

m m m

m m

D=  - - - =

 - + - + =

 - + =

2

2

2

0 1 4 3 4 0
2 1 12 48 0
14 49 0

 

(m ) m- =  =27 0 7 

a a a (a ) a , a + =  + =  = =-3 2 20 1 0 0   aريشه مخرج 1
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x x x x
lim lim

| x | | x |

| x |
lim

 



 -  -
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+ + + +
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+
=
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3 31 1

1
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1 1

3 1
| x |+1 | x x |

=
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3
31

  

sin b
f ( ) sin b b

p
- = =  =  =

2 3 31 3 3 2 3 

     » 1«زينه گ - 2
a بايد ريشه مضاعف زير راديكال باشد پسD=  است. 0

(m ) ( m) m m m

m m (m ) m

D=  + - =  + + - =

 - + =  - =  =

2 2

2 2
0 3 4 3 0 6 9 12 0

6 9 0 3 0 3
 

x a

x x
lim

| x a |

+ +

+

2

3 2

36 6 2
2

  

  ريشه مخرج نيز بوده است پس: aهمچنين حتماً 

a a a ( a ) a , a+ =  + =  = =-3 2 2 12 0 2 1 0 0 2 

x a x ( )

x ( )

x x x x
lim lim

| x | | x |

| x |
lim

| x | | x x |

 

+

  -

 -

+ + + +
=

+ +

+
=

+ - +

2 2

13 3
2

1 2
2

3 16 6 62 4
1 12 24 8

16 2
1 1 12 2 2 4

 

lim
| |

=
+ +

6 2 6
1 1 1 32 4 4 4

 

tan b
f ( ) tan b tan b b

p
- = =  =  =  =

2 2 6 6 31 23 3 3 61
2

 

     » 4«گزينه  - 3
xشويم كه با كمي دقت متوجه مي ريشه صورت است پـس حتمـاً مخـرج     1=

  نيز بوده است.  

a b a b+ =  =-0 

x

b x b b x b b ( x ) b
lim

bx b ( bx b)( b)b x b

b [( x )] (b )( x )

( b)(x )( b) ( b )(x )



- - - + - -
´ =

- + - +- +

- - -
= =

- - - -

2 23 3 3

31

2 23 3
2

2 2 2
22

2 1 1
1 2 2 1

 

b ( x )-2 31
( b ) ( x )

-

- -2 3
1

2 1
b b

( b )( ) b( x x )

- -
= = =

- -+ +

2 2
2 23 2 3

1
62 3 61

 

  شود. تر رفع ابهام مي ال راحتاز قاعده هوپيتال اين سؤ

   » 4«گزينه  - 4
نظر شخصي بنده اين هست كه با توجه به زمان محدود كنكور چنين سؤالاتي را 

  رد كنيد!

jo  » Z»p» »n [n ] n [n ] n [ n ] n [ n ] n+ - + - = = - - =- - =- -1  درف1

x n

x n

lim | [ x] x | | ( n ) n | n

lim k x [x] k n n k

n k k n

+

-





ü- - = - - - = + ïïïïýï- + = - + - = - ïïïþ
 + = -  = +

1 2 1

1 1

2 1 1 2 2

 

x n

x n

lim | [ x] x | | (n ) n | n

lim k x [x] k n ( n ) k

n k k n

+

-

-

-

ü- - = - + = - ïïïïýï- + = + + - - = - ïïïþ
 - = -  =

1 2 1

1 1

2 1 1 2

 

Z»p Z»p » jo  »

jo  » Z»p

n [n ] n [n ] n [ n ]

n [ n ] n

+ - +

-

 = = - -

=- - =- -

1

1
 

x n

x n

lim | [ x] x | | n n | n

k n
lim k x [x] k n n k

-

+





ü- - = - - = ïïïï  =ýï- + = - + = ïïïþ

2
2 

k n nx n

n nx n

lim k x [x] k n n k

k n
lim | [ x] x | n n n

+

-

+ - --

- --

ü- + = + - = ïïïï  = -ýï- - = - + = - ïïïþ

1 2 1
1 2 1

  

  تونه پيوسته باشد. فرد نمي nپس در 
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   » 2«گزينه  - 5
ايم. حل ديگري از اين تيـپ سـؤال را    نوشته 4مشابه حل اين سؤال را در تست 

nتوان سؤال را براي بررسي كنيم. مي nو 1= = ي پيوستگي بررسي كنيم يعن 2

  كنيم. بررسي مي 2و پيوستگي در 1در

x

x x

lim f (x) f ( ) k k

x
lim f (x) lim | x [x] |

+

- -



 

ì = = - + =ïïïï=  íï = - =ïïïî

1

1 1

1 1 1
1 2 

x x
lim f (x) lim | x [x] |

- - 
= - =

1 1
2 

=kبه ازاي  اند مقادير فرد قابل قبول 2

x

x ( ) x ( )

lim f (x) f ( ) k

x
lim f (x) lim | x [x] |

+

- -

-

 -  -

= - =

=- 
= - =

1

1 1

1
1 2  

x x
x lim f (x) , lim f (x) k , f ( ) ( )

+ - 
=  = = + = - - =

2 2
2 5 1 2 2 2 4 

  به ازاي هيچ مقدار زوج پيوستگي نداريم.

   » 4«گزينه  - 6
شود به آن معناست كه مخرج صـفر حـدي بـوده اسـت      ¥اگر جواب كسري

pپس
 ريشه مخرج است. 3

a cos sin a a a
p p
- = - =  =  =

1 3 1 30 33 3 2 2 2 2  

  

cosxهمچنين عبارت مخرج sin x-3 در
+p

با توجه به دايـره مثلثـاتي    3

 كند در نتيجه: صفر كمتر ايجاد مي

x

bx b
cosx sin x lim

+ - -p


p++
- <  =-¥ =-¥

3

3
3 33 0
0 0

 

b b / b / p+ >  > p@-  >-
3 30 1 8 1 83 3  

)پس كمترين مقدار صحيح آن   است. 1-(

  

   » 1«گزينه  - 7
]با توجه به بازة , ]1 xحتماً تابع در 5  پيوستگي راست دارد پس: 1=

x x x

x

| x x | | (x )(x ) |
lim f (x) lim lim

a( x) a( x)

(x )(x )
lim

a( x) a

+ + +

+

  



+ - - +
= =

- -

- +
= =

- -

2

1 1 1

1

2 1 2
1 1

1 2 3
1

 

f ( ) tan
p

= =-
31 14 

aدر نتيجه:
a

=  =-
-
33 1  

=xهمچنين اين تابع در   پيوستگي چپ دارد پس: 5

x x

| (x )(x ) |
lim f (x) lim

a( x)- - 

- +
= = =

- - -5 5
1 2 28 7
1 12 3  

f ( ) b( [ ]) b( ) b b b= - - = =  =-  =-
7 75 5 5 10 10 10 3 30 

abدر نتيجه: /= ´- =-
73 0 730 

   » 1«گزينه  - 8
xدر fتابع  xناپيوسته است چون مقدار تابع در 1= xوجود ندارد پس 1= =1 

  ق افتاده است در نتيجه:ريشه صورت كسر هم بوده است كه ابهام اتفا
x a b a b=  + + =  + =-1 1 0 1 

ــه  ــؤال گفتـ ــون سـ ــين چـ xهمچنـ ــة 1= aريشـ b- + =5 ــت در  0 اسـ
aنتيجه b= -5  

aاز حل دستگاه دو معادله خواهيم داشت =   پس: b=-3و 2

[ ] [ ] [ / ]
- -

= - = - =-
3 4 7 2 00 33 3 

  » 1«گزينه  - 9

³I¿MH Í n

oÃ™T¶oÃÃ™U

´¿L¶
x x

x t

x t t

tan x tan x
lim lim

sin x sin x

tan (t )
lim

sin (t )

- -

-

p p
 

p
- =

p
= + 

- -
= ¾¾¾

+ +

p
- +

¾¾¾¾¾¾¾
p

+ +

2 2

3 3
4 4

23
4

3 0
4

1 0 1
01 2 1 2

31
4
31 2
4

 

t t

cos (t ) cos( t )

cos (t ) cos (t )
lim lim

cos t
sin( t )

- - 

p p
+ +

p p
+ +

=
p -

+ +

2 2

0 0

3 32 24 2
3 3
4 4

3 1 21 2 2

  اتحادهاز با استفاده ا

t t

sin t sin t

( sin t) ( sin t)
lim lim

| sin t |sin t- - 

- -
= =

20 0

2 2
1 11 2 1 22 2

22
 

t t

sin t sin t
lim lim

sin t
- - 

= =
-0 0

2 2
2

2

cos t

sin t-
2

2

=-
4
2

 

- ´ =- =-
4 2 4 2 2 222 2
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   » 1«گزينه  - 10
حالتي از ابهام است

x

x
lim ( x ) tan


p
- = ´¥

1
1 02 

x x

( x ) x
lim ( x ) lim

x xx xcot cot 

- -
- = ´

p p+ +1 1
1 1 1 11
1 1

2 2

 

³I¿MH ÍÎn −Ie
´Ã¹¨Â¶ ®eoŸ‚ oŸ‚ x t x t¾¾¾¾¾¾ - =  = +1 1 

t

t
lim

t cot (t )

-
´

p+ + +0
1

1 1 12

 

t

tan t

t
lim

t
cot( )

p
-

- -
´ =

p p
+0

2

1
2

2 2

t

2 (- p
2 t )

=
p
1 

  » 3«گزينه  - 11

x x

a a
lim f (x) lim

+ + 

- -
= =

+2 2
2 2

4 2 6 

x

a a
lim f (x)

-

- -
= =

+2
1 1

4 1 5 

a
f ( )

-
=

22 6 

aبه دليل پيوستگي a- -
=

2 1
6 5 

a a a- = -  - =5 10 6 6 4 

  » 4«گزينه  -12
x   ريشه صورت است پس: 1-=

a b- + +- =1 0 

a b a b- + =  - + =1 1 

 با استفاده از رفع ابهام داريم:

x

ax b x ax b x x x
lim

ax b xx x x x-

+ + + - - +
´ ´

+ -- - - +

2
2 21

 

x x

x

(ax b x )( ) x ax b
lim lim

[( x) x ]( ) x x

(x )
lim

- -

-

+ - - + +
=

- - - -

+
=

2 2
4 41 1

1

2
2

1 ( x a)

x (x )

- + +

- +

1
1 (x x )- +2 1

 

a
a , b

+
= =  = =

2 4 2 33 3 

a b- = - =-2 2 6 4  

  » 2«گزينه  - 13

x

[x]
lim x [x] a sin a sin a

+

p p
- + = - + =-

3
33 32 2 

x

[x]
lim x [x] a sin a sin

-

p
- + = - + p=

3
3 2 12 

f ( ) a sin a
p

= - + =-
33 3 3 2 

a =-1 

  » 2«گزينه  - 14
x

x x
lim f (x) lim a log a

+ +
+

 
= =12

3 3
2 

x

x x
lim f (x) lim ax a a

- -
-

 
= + = + = +3 0

3 3
2 3 2 3 1 

f ( ) a=3 

aبنا به تعريف پيوستگي a+ =3 1 2 

a =-1 

xf ( ) x /- -=- + =- + =- + =-3 1 12 1 2 2 2 2 1 52 

  » 4«گزينه  - 15

x

cos
lim

x

p

=
-22

03
04

  

x x x

x

(x )
sin( )

x x xlim lim lim
(x )(x )x x

lim
x (x )

  



p p p p p -
- -

= =
- +- -

p p
= =

+

2 22 2 2

2

2
2 2 2

2 24 4

2 2 16

  

  » 2«گزينه  - 16

x x
lim [ ] lim [ ]

cox ( )+ + -p p
= =

+ - +

2 2 22 3 2 1 3
 

x x
lim [ ] lim [ ]

cox ( )- - -p p
= =

+ - +

2 2 22 3 2 1 3
 

  » 1«گزينه  - 17

x x

a ax a x
lim b lim b

x(x ) x(x ) x(x )(x ) 

+ + -
+ =  =

- + - +0 0
2 2 2 2

1 2 1 2 

x

(a )x a
lim b

x(x )(x )

+ + -
=

- +0
2 2 2

1 2 

=xچون   ريشه مخرج است حتماً ريشه صورت نيز بوده است پس: 0

a a- =  =2 2 0 1  

x

x
lim b

x(x )(x ) ( )( )
= = - =

- + -0
3 3 3
1 2 1 2 2 

a b ( )+ = + - =-
3 11 2 2  

  » 1«گزينه  -18

x
lim ( x a )[ x] ( a )( ) a

+-
+ = - + - = -3 3 3

2
4 3 8 6 48 6 

x
lim ( x a )[ x] ( a )( ) a

--
+ = - + - = -3 3 3

2
4 3 8 7 56 7 

f ( ) ( a )( ) a- = - + - = -3 32 8 6 48 6 
  بنابه شرط پيوستگي:

a a- = -3 348 6 56 7 

a a=  =3 8 2 
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  » 3«گزينه  - 19
f ( ) a b=  - =3 6 2 6 

x x

a (x )
lim f (x) lim

  

-
= 

3 3

35 (x )

( x)

+

-

2
3

a( ) a=- =  =-5 5 1 

bپس ( ) b- =  - =- =8 2 1 6 

   » 2«گزينه  - 20
xبا تمودار [ x]-3   ا هستيم:آشن 3

  
1پس نقاط ناپيوستگي آن در

2و 3
  است. 3

گيرد پس  همچنين نقاط سر و ته بازه را كتاب درسي نقطه ناپيوستگي در نظر مي

  نقطه 4به گفته كتاب 


